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固体物理科学 Assignment     （第９回） 
 
 ここでは今日勉強した強結合近似(tight binding model)を用いて fcc構造を持った固体の
バンド構造を計算してみることにしましょう。 
 
１）このために、まず初めに授業で出てきた tight binding modelをもう少し一般化します。
一般に結晶固体は単位胞(unit cell)の繰り返しにより構成されています。そしてこの単位胞
の形やその中の原子の位置により bcc,fccといった結晶構造が区別されています。そこで一
般にある結晶（例えば fcc）の単位胞中では位置 µd （ 1,2,3,µ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅）に原子が居るものとし

ます。またそれぞれの原子の軌道（例えばｓ軌道、ｐ軌道などのことです）を i（ , , .i s p etc= ）

であらわすことにしましょう。そして位置 rで感じる、単位胞内の位置 µd に居る原子の軌

道 iの波動関数を , ( )iµ µφ −r d と書くことにします。 
 このとき、次の関数 , ( , )iµΦ k r は Bloch関数となっていることを確認して下さい。 

     , ,
1( , ) ( )mi

i i m
m

e
Nµ µ µφ⋅Φ = − −∑ k tk r r d t    -----（１） 

ただしここで mt はゼロ番目の単位胞からｍ番目の単位胞までの距離を表すベクトルであり、

N は考えている結晶固体中に含まれる単位胞の総数を表します。また∑記号はゼロ番目の
単位胞から数えて N番目の単位胞までの和を意味します。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
２）次に fcc構造に特有な事情を考慮することにします。ご存知のように fcc構造の単位胞
には１個の原子が含まれます。すなわち、上の一般を fcc に当てはめた場合には 1µ = だけ

を考慮すればよいことがわかります。またバンドに寄与する軌道としては最外殻のｓ軌道

およびｐ軌道（ , ,x y zp p p 軌道）を考えれば十分です。つまり , , ,x y zi s p p p= の４つを考える

ことになります。また tight binding modelでは、授業で扱った最もシンプルな場合にもあ
ったように、各原子の軌道間の overlapは第一近接原子までを取り込むことになります。こ

のとき fcc結晶における第一近接原子は (0, 1, 1), ( 1,0, 1), ( 1, ,0)
2 2 2I
a a a

= ± ± ± ± ± ±t の 12個を取れ



ばよいことがわかります。以上に述べたことを、fccの結晶構造や周期表を眺めて、自分な
りに納得して下さい。 

 
３）ではいよいよ fccのバンド構造を tight binding modelで考えることにしましょう。ま
ず手始めにｓ軌道起因のバンド分散関係を tight binding modelを使って求めます。この場
合には（１）式で 1µ = および i s= （つまりｓ軌道の contributionだけを考える）とすれば
よいので、考慮すべき Bloch関数は以下のように書けます。 

    
1( , ) ( )mi

s s m
m

e
N

φ⋅Φ = −∑ k tk r r t   -------（２） 

これが fcc結晶中の各原子のｓ軌道の overlapによって出来る固体中の電子状態を表します。
そのエネルギー固有値は、結晶のハミルトニアンを Hとして、 

    *( ) ( , ) ( , )s sH dε = Φ Φ∫k k r k r r    ------（３） 

と書けることに成ります。（３）式に（２）式を代入し、Hを挟んだ overlapを第一近接原
子までとることにより、以下に詳細にその過程を示すような計算を行って fcc結晶中のｓ軌
道起因のバンド分散を求めることができることを自分でフォローし、納得してください。 
 
＜fcc結晶のｓ軌道起因のバンド分散の tight binding model 計算＞ 
 

*

*

.

( ) *

.

( ) ( , ) ( , )

1 ( ) ( )

1 ( ) ( )

n m

m n

s s

i i
s n s m

n m

i
s n s m

n m

H d

e He d
N

e H d
N

ε

φ φ

φ φ

− ⋅ ⋅

⋅ −

= Φ Φ

= − −

= − −

∫

∑∫

∑ ∫

k t k t

k t t

k k r k r r

r t r t r

r t r t r

    -----（４） 

ここで overlap積分は n=m（つまり同じ単位胞中の同じ原子同士の積分）、および第一近接
原子（|n－m|=1）間の積分だけを考慮し、第二近接以遠の原子間の overlap積分は無視（す
なわちゼロと）することにする。つまり 
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( )ε k

*

*

*

( ) ( )
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( ) ( ) 0

s n s n s

s n s n I I

n m s n s m

H d

H d V ss

H d

φ φ ε

φ φ σ

φ φ

− − =

− − − ≡
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∫
∫

∫

r t r t r

r t r t t r t

t t r t r t r

　ｓ軌道のエネルギー

　 は第一近接原子間距離

と が第二近接以遠では

  ----（５） 

とすると、各 nについてmは m=nあるいはm=nの第一近接（つまり 12通りの It ）だけ

を取る場合にのみ overlap積分はノンゼロの値を持つ。また各 nは n=1～Nまでの N個の
値を取れるので、結局（４）式は以下のように計算される。 

   

*

( ) *

.

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( , ) ( , )

1 ( ) ( )

1,2, ,

( ) | | 1 12
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m n
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I

y z y z y z y z

s s

i
s n s m

n m

s

i
I

a a a a a a a ai k k i k k i k k i k k

s

H d

e H d
N

n m n N

e V ss n m

V ss e e e e

ε

φ φ

ε

σ

ε σ

⋅ −

⋅

+ − − + − +−

= Φ Φ

= − −

= = = ⋅ ⋅ ⋅

+ − =


+ × + + +



+

∫

∑ ∫

∑

k t t

k t

t

k k r k r r

r t r t r

t

　 、但し

　 の第一近接を表す 個の に対する和

=

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

4 ( ) cos cos cos cos cos cos
2 2 2 2 2 2

x z x z x z x z

x y x y x y x y

a a a a a a a ai k k i k k i k k i k k

a a a a a a a ai k k i k k i k k i k k

y yx xz z
s

e e e e

e e e e

k a k ak a k ak a k aV ssε σ

+ − − + − −

+ − − + − −

+ + +


+ + + + 


 

= + + + 
 

   -----（６） 

 
４）ここでは詳細な議論は省きますが、通常 ( ) 0V ssσ < となります。このため（６）式で得

られた fcc結晶のｓ軌道起源のバンド分散をΓ-L方向//（111）、およびΓ-X方向//(1,0,0)に
沿って図示すると、次のようになることを確認して下さい。これは後に述べるように、fcc
結晶のバンド図における empty stateのバンド分散関係に相当するものです。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



５）fcc結晶のｓ軌道起因のバンド分散が無事に求まったので、次はｐ軌道起因のバンド分
散を tight binding modelで計算してみることにしましょう。fccを考えているので、ｓ軌
道の場合と同様に単位胞に含まれる原子の数は１個、つまり一般的なBloch関数の表現（１）
式で 1µ = とおきます。ただし軌道の種類としてはｐ軌道の場合 , ,x y zp p p の３つを考えなけ

ればいけないので（１）式で , ,x y zi p p p= とおくことになります。つまりｐ軌道に対しては、 

    
1( , ) ( )mi

i i m
m

e
N

φ⋅Φ = −∑ k tk r r t    ------（７） 

      ただし , ,x y zi p p p= として 

    ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i x x y y z z
i

c c c cΨ = Φ = Φ + Φ + Φ∑k r k r k r k r k r    ------（８） 

のような Bloch 関数を考えることにします。なお、（８）式では本当は , ,x y zi p p p= と書く

べきですが、字が小さくなって見にくいのと、いちいち p を書くのが面倒くさい（ごめん
なさい！）ので , ,x y zi p i x i p i y i p i z= → = = → = = → = のように簡略化して書きました。以

降はこの簡略化した書き方を使わせて下さい。 
 
 以下で行うことのあらましは凡そ以下の通りです。結晶中のハミルトニアンを H とする
と（８）式がバンド電子の状態を表すのであれば、そのエネルギー分散を ( )ε k と書いて、

以下のシュレディンガー方程式を満足するはずです。 
    ( , ) ( ) ( , )H εΨ = Ψk r k k r     -----（９） 
実際には ( , )Ψ k r は（８）式のように３つの要素 ( , ), ( , ), ( , )x y zΦ Φ Φk r k r k r を含むので、（９）

式の左からそれぞれ ( , ), ( , ), ( , )x y zΦ Φ Φk r k r k r の complex conjugate を掛けて空間積分する
ことにより、係数 , ,x y zc c c に関する３行３列の行列が求まります。これが有為であるために

はその行列式＝0という固有方程式が成り立つべきであり、これから fcc結晶中のｐ軌道起
因のバンド分散関係 ( )ε k が具体的に求まります。 
 実際の計算は少し面倒ですが、以下にその詳細を示しますので、皆さんは実際にこの流

れを自分で計算をフォローして（あるいは目で追って？）手順を確認して見てください。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



＜fcc結晶のｐ軌道起因のバンド分散の tight binding model 計算＞ 
（９）式の左から * ( , )xΦ k r をかけて、結晶中の全空間について積分を行うと 

   

*

* * *

( ) *

,

( ) *

,

( ) *

,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
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m n
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i
x px n px m

n m

i
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i
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c H d c H d c H d

c e H d
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c e H d
N

c e
N

φ φ

φ φ

φ

⋅ −

⋅ −

⋅ −

Φ Ψ

= Φ Φ + Φ Φ + Φ Φ

= − −

+ − −

+ −

∫
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∑ ∫

∑ ∫

∑

k t t

k t t

k t t

k r k r r

k r k r r k r k r r k r k r r

r t r t r

r t r t r

r t ( )pz mH dφ −∫ r t r

（１０） 

ここまでは特に近似は入っていません。tight binding modelではここで上の（１０）式の
個々の積分について、遠く離れた軌道間の相互作用は十分小さいので無視してよかろうと

いう立場のもとに以下のような近似を入れます。 
 

n m=t t の場合（つまり同じ原子の上では） 
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*
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　　 はｐ軌道のエネルギー

　　　同じ原子の と 軌道は直交

　　　同じ原子の と 軌道は直交

 ---（１１） 

n m I= +t t t の場合（つまり第一近接原子間では） 
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   ----（１２） 

nt と mt が第二近接以上離れている場合は積分は全てゼロ 
ただしここで出てきた il は i方向(i=x,y,z)と第一近接原子に向かう位置ベクトル It の方向余

弦で、具体的には次表のような値を取ります。 

It  xl  yl  zl  

(0, 1, 1)
2
a

± ±  
0 1

2
±  1

2
±  

( 1,0, 1)
2
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±  0 1
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±  
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2
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± ±  1

2
±  1

2
±  0 

 
また ( )V ppσ , ( )V ppπ は次図のような意味を持っています。２つの際近接原子が位置ベクト
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ル It によってずれている場合には、この It 方向に平行および垂直成分を方向余弦を使って

計算し、平行成分同士について ( )V ppσ 、垂直成分同士について ( )V ppπ を割り当てたのが

（１２）式の結果になっています。図にはこうした事情もわかるように説明が加えてあり

ます。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



以上を用いると（10）式に含まれる各∑に対応する項は以下のように計算できます。 
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同様に 
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こうした計算を丁寧に行っていくと、結局 fcc結晶の p軌道起因の Bloch関数に対する（10）
式のシュレディンガー方程式は、次の固有値方程式に書き直されることがわかります。 

    *

* *

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )

xx xy xz x

xy yy yz y

xz yz zz z

M M M c
M M M c
M M M c

ε
ε

ε

 −  
   − =   

  −   

k k k
k k k
k k k

 

     ただし yzM などは上で求めた xyM の表式で x y z x→ → → のようにサイクリック



にｘ、ｙ、ｚを入れ替えたものです。これから結局、fcc結晶のｐ軌道起因のバンド分散関
係は次の行列式で与えられることがわかります。 

    *

* *

( ) ( ) ( ) ( )
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   -----（１３） 

 
このバンド分散関係はちょっと見にくい形なので、その概略を掴むためにいくつかの特別

なk点に対してこの式が与えるエネルギー固有値を求めてみることにしましょう。 
（A）Γ点（ ( )0,0,0=k ）では 
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0
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M M M V pp V pp
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ε σ π= = = + +
 = = =

 

    従って（１３）式で与えられるエネルギーは 
      4 ( ) 8 ( )p V pp V ppε ε σ πΓ = + +  となって、これは３重縮退しています。 

（B）X点（ 2 ,0,0
a
π =  

 
k ）では 
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    従って（１３）式で与えられるエネルギーは 
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X
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ε
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−

　　：１重
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（C）L点（ , ,
a a a
π π π =  
 

k ）では 
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    従って（１３）式で与えられるエネルギーは 
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となります。ここでは詳細は省きますが、一般に 
( ) 0

( ) | | ( ) |
( ) 0

V pp
V pp V pp

V pp
σ

σ π
π

>
> <

　　かつ　|   なので（１３）式で表される fcc

結晶のｐ軌道起因のバンド分散関係は下の図のようになります。 
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６）以上で求めたｓ軌道起源のバンド、ｐ軌道起源のバンドの特徴は、fcc構造を基本構造
とする（サブラティスとしたダイヤモンド構造、あるいはジンクブレンド構造を持つ）半

導体の価電子帯構造に共通して見られます。特にｐ軌道起源のバンドは価電子帯のトップ

を形成するため、材料設計では重要な役割を担います。ご参考までに Siのバンド構造を示
しておきます。Geや GaAs,AlAsなどは、ここで示した Siに非常に似たバンド構造を持っ
ています。そしてその価電子帯トップはｐ軌道的な性格を持っています。 
 
 


