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[bookmark: marquardt法-ダンピング係数-0-の極限-線形近似-共分散行列]
[bookmark: 目的]1. 目的
非線形最小二乗法でフィッティングしたとき、最適化で得られたパラメータに対して、
· どの程度の不確かさ（誤差）があるか
· パラメータ同士がどの程度相関しているか
を評価したい。
本資料では、Marquardt法（Levenberg–Marquardt法） を起点にして、
1. Marquardt法の更新式
1. ダンピング係数を 0 にした極限（Gauss–Newton法）
1. 最適解近傍での線形近似
· 共分散行列の導出
という順で、数式の流れを整理する。

[bookmark: 非線形最小二乗法の設定]2. 非線形最小二乗法の設定
観測データを、モデルをとする。ここで、パラメータベクトルはである。
残差をと定義すると、残差ベクトルは

であり、最小化したい目的関数（残差二乗和）は

である。

[bookmark: marquardt法levenbergmarquardt法]3. Marquardt法（Levenberg–Marquardt法）
[bookmark: 残差の線形近似]3.1 残差の線形近似
現在の反復点をとし、更新量をとする。
最適解近傍で残差を一次までテイラー展開すると、

ここでであり、は残差のヤコビアン行列（）で

である。

[bookmark: marquardt法の更新式]3.2 Marquardt法の更新式
Marquardt法では、Gauss–Newton法の正規方程式にダンピング（正則化）を加えて、

を解いて更新量を求める。
ここで、はダンピング係数は正定値の対角行列（よく使われる例はまたは）である。
更新は

で行う。

[bookmark: ダンピング係数の役割直感]3.3 ダンピング係数の役割（直感）
が大きいとき更新は小さくなり、勾配法に近い「安全な」動きになる。が小さいとき更新はGauss–Newton法に近づき、収束が速くなりやすい。
したがって、Marquardt法は
· 遠くでは安定性重視
· 近くでは高速収束重視
の性質を持つ実用的アルゴリズムである。

[bookmark: ダンピング係数を-0-にすると-gaussnewton-法]4. ダンピング係数を 0 にすると Gauss–Newton 法
Marquardt法の更新式でとすると、

となる。これは Gauss–Newton法 の更新式である。
つまり、Marquardt法は Gauss–Newton法を含む拡張（安定化）とみなせる。

[bookmark: なぜ-jtop-j-が出てくるのか曲率近似]5. なぜ  が出てくるのか（曲率近似）
目的関数

の勾配は

である。
さらにヘッセ行列（2階微分行列）は厳密には

となる。
最適解近傍で
· 残差が十分小さい
· または 2階微分項の寄与が小さい
とみなせるなら、第2項を無視して

と近似できる。これを Gauss–Newton近似 と呼ぶ。

[bookmark: 最適解近傍での線形統計モデル]6. 最適解近傍での線形統計モデル
ここから、パラメータ誤差（共分散）を導く。
真のパラメータをとし、観測誤差をとして

とする。行列表記では

である。
最適解の近傍では、モデルを一次近似して

と書ける。ここではモデルのヤコビアン（）である。
残差のヤコビアンとの関係は

だが、

なので共分散式には同じ形で現れる。

[bookmark: 線形近似の範囲でのパラメータ誤差の導出]7. 線形近似の範囲でのパラメータ誤差の導出
[bookmark: 線形化された最小二乗問題]7.1 線形化された最小二乗問題
最適解近傍では、パラメータずれを

とすると、線形近似により

となる（符号の流儀により同値な形はいくつかある）。
最小二乗の正規方程式は

したがって

となる（が正則であると仮定）。

[bookmark: 共分散行列]7.2 共分散行列
観測誤差が

であるとすると、

より

となる。
残差ヤコビアンを使えば同値に

である。
ここでのは、「非線形問題を線形化した」ことに由来する。
一方で、線形化後のモデルに対してはこの共分散式は正確である。

[bookmark: 微分ベクトルの直積の和との関係]8. 「微分ベクトルの直積の和」との関係
各残差のパラメータ微分ベクトル（勾配）を

とすると、

である。
すなわち、は
· 各残差のパラメータ感度ベクトルの
· 外積（直積）の和
として表される。
このため、パラメータ誤差は「残差のパラメータ微分ベクトルの直積の和の逆行列」から求まる、と説明できる。
注意：ここで使うのは 残差二乗和  全体の勾配  の外積 ではなく、各残差  の勾配  の外積の和 である。

[bookmark: 実際に使う推定式-sigma2-未知の場合]9. 実際に使う推定式（ 未知の場合）
通常、観測誤差分散は未知なので、残差から

と推定する。
すると、共分散行列の推定値は

となる。
各パラメータの標準誤差（standard error）は対角成分から

で与えられる。

[bookmark: 重み付き最小二乗への拡張]10. 重み付き最小二乗への拡張
測定点ごとに分散が異なる場合、重みを用いて

とする。行列

を用いると、線形近似の範囲で

となる（重みが真の分散に対応している場合）。
未知スケールがある場合は、その推定値をさらに掛ける。

[bookmark: どこが近似なのか教科書で強調したい点][bookmark: まとめ流れの全体像]11. まとめ（流れの全体像）
本資料の流れを一行でまとめると、次のようになる。

実務的には、Marquardt法で安定に最適化を行い、収束後のヤコビアンを用いてパラメータ誤差を評価する、という手順になる。
