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正準理論

•正準集団
•任意の相互作用の系に適用できる統計分布関数
• Γ0空間とΓ空間
•分配関数



(粒子の)統計分布関数のまとめ
分布関数: 𝑓 𝒓, 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝑍−1exp −𝛽𝑒  

  exp −𝛽𝑒 : Boltzmann因子 (Gibbs因子)

  𝑍 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑖 : 分配関数 (状態和)

1. Maxwellの速度分布関数:速度 vを持つ粒子の数分布
・ 理想気体。粒子間の相互作用、分子間でのエネルギーのやり取りはない。
・ 空間の等方性から分布関数が得られる

・ 𝑬𝒊 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐 の場合について正当化

2. Boltzmann分布: i番目の細胞の状態 (ri, vi)を持つ粒子の数分布 ni

・ 理想気体。分子間の相互作用はないが、分子間でのエネルギーのやり取りはある。
・ 任意の外場 𝑼𝒆𝒙 𝒓𝒊 を考える。空間は等方的とは限らない。
・ 粒子1つずつの位相空間 (μ空間)で最大確率状態を考えて分布関数が得られる

・等確率の原理
・全粒子数の制約条件 : σ𝑖 𝑛𝑖 = 𝑁 

・ 全エネルギーの制約条件: σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 = 𝐸

・ 𝑬𝒊 =
𝟏

𝟐𝒎
𝒑𝒊

𝟐 + 𝑼𝒆𝒙 𝒓𝒊  の場合について正当化



完璧な理論－正準理論へ (系の統計分布)

一般的な全エネルギー (ハミルトニアン): 

𝑬 = σ𝒊
𝟏

𝟐𝒎
𝒑𝒊

𝟐 + σ𝒊 𝑼𝒆𝒙(𝒓𝒊) + σ𝒊,𝒋 𝑼𝒊𝒋(𝒓𝒋 − 𝒓𝒊) 

個々の粒子のエネルギー 粒子間の相互作用エネルギー
全エネルギーを各粒子のエネルギーの和で表せない

Boltzmann分布:

  𝑼𝒊𝒋 𝒓𝒋 − 𝒓𝒊 = 𝟎 とし、 𝑬 は個々の粒子のエネルギーの和で表されるとした

正準理論：

粒子間の相互作用を含めた一般的な系について、
近似のない正確な統計分布 (正準分布)を求める

・ N粒子系全体を大きな小正準集団と考え、等確率の原理を適用した。
微視的状態の数 (配置数)は各粒子の状態を表す μ空間で数えた。



粒子間の相互作用を含めた一般的な場合を扱う

問題:粒子間に相互作用があると、１粒子毎の微視的変数で

エネルギーで表せない

 => μ空間では相互作用を表せられない

解決方法:

粒子を個別に扱うことはやめて、N粒子系全体だけ考える

次の問題: このN粒子系は小正準集団にならないため、

等確率の原理が使えない

正準理論を展開する際の問題



小正準集団でないと等確率の原理が使えないので

正準集団を集めて小正準集団をつくる

系A:正準集団
・𝑬は一定ではない

小正準集団:全エネルギー一定、等確率の原理が使える

エネルギー

・系Aは大きな熱浴Bに接触し、エネルギーのやりとりをする
・体系＋熱浴の全エネルギーは保存:全系 (系A＋系B)は小正準集団
・エネルギーのやり取りは全体の エネルギーに比べごくわずか

系A
系B (熱浴)

p.124

正準集団: N, T一定 (外系とエネルギーのやり取りがある)

系A+系B



N粒子系全体のエネルギー Eだけ考える
このN粒子系は小正準集団にならないため、等確率の原理が使えない

・ M個の N粒子系 (Γ空間)が集まった小正準集団 (Γ0空間)を考える
・ N粒子系同志には相互作用はないが、エネルギーのやりとりができる

正準集団を集めて大きな小正準手段を作る

N粒子系をM個集めて小正準集団 𝚪𝟎 をつくり、 

個々のN粒子系の状態を Γ空間の細胞に割り振り、
等確率の原理を適用

𝑁 𝑁 𝑁 𝑁 𝑁 𝑁

系1 2 𝑀⋯ ⋯

エネルギー
それぞれの系は正準集団
(エネルギーが変わる)

Γ空間 Γ Γ Γ Γ Γ𝜞𝟎空間
Γ0空間全体の系を小正準集団 (エネルギー一定)にとると、等確率の原理が使える



正準集団を集めて大きな小正準手段を作る
𝜞𝟎空間: 𝑀個の状態の異なる系Aを集めて小正準集団とする

・𝑀個の系の状態は 𝜞𝟎空間の1点で指定でき, Γ 空間中のM個の点に対応する
=> Γ空間を一定の体積 v𝚪で分割する:細胞 𝑖はエネルギー𝐸𝑖の系Mi個

𝛤0空間中での体積 a0 = v𝚪
𝑀

𝑀個の体系を各細胞にそれぞれ𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, … , 𝑀𝑖 , …個に分ける配置数

𝑊 =
𝑀!

𝑀1!𝑀2!…𝑀𝑖!…
                                             (6.1)

.

Γ0空間
系G

小正準集団

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 𝑗}

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ 𝑗’}

.

Γ空間
系A

正準集団

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 }

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ }

細胞 Ei (体積a)

細胞 E (体積a0)

E

E+E

𝑬 = ෍ 𝑬𝒊



𝚪𝟎空間での最大確率の分布

•二つの条件のもと、配置数Wを最大化

•系の数一定  : σ𝑖 𝑀𝑖 = 𝑀   (6.2)

•全エネルギー一定 : σ𝑖 𝐸𝑖𝑀𝑖 = 𝐸0   (6.3)

最大化   : ln 𝑊 = 𝑀 ln 𝑀 − σ𝑖 𝑀𝑖 ln 𝑀𝑖

以降の数学的な導出はBoltzmann分布と同じ

・正準分布 (Boltzmann分布と同じ数式):

𝑬𝒊は各N粒子系の (粒子毎である必要はない)全エネルギー
𝑴𝒊

𝑴
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊      (6.4)

𝑍 = σ𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖 分配関数 (状態和)  (6.5)



βの物理的な意味: 相互作用が無い場合のBoltzmann分布への漸近から導出
P. 151

正準分布: 𝑬𝒊は i番目のN粒子系の (粒子毎である必要はない)全エネルギー
𝑴𝒊

𝑴
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊      (6.4)

Boltzmann分布: 𝒆𝒊は i番目の粒子のエネルギー
𝒏𝒊

𝑵
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −

𝒆𝒊

𝒌𝑩𝑻

粒子間に相互作用が無い系の正準分布は、

各粒子を別々の系と考えてもよいので、Boltzmann分布に一致しないといけない

 𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻



βの物理的な意味: 正準分布から導出
P. 151

ln 𝑊 = 𝑀 ln 𝑀 − σ𝑖 𝑀𝑖 ln 𝑀𝑖 

𝑀𝑖 → 𝑀𝑖 + 𝛿𝑀𝑖 の変分を取る

𝑑 ln 𝑊 = − σ𝑖 1 + ln 𝑀𝑖 𝛿𝑀𝑖 ≅ − σ𝑖 ln 𝑀𝑖 𝛿𝑀𝑖  

𝑀𝑖 = 𝑒−𝛼−𝛽𝐸𝑖 ⇒ ln 𝑀𝑖 = −𝛼 − 𝛽𝐸𝑖 

𝑑 ln 𝑊 = σ𝑖 𝛼 + 𝛽𝐸𝑖 𝑑𝑀𝑖 = 𝛼𝑑𝑀 + 𝛽𝑑𝐸 E: M個の正準集団の全エネルギー

※ 𝒅𝑬 =
𝟏

𝜷
𝒅 𝐥𝐧 𝑾 −

𝜶

𝜷
𝒅𝑴 

熱力学第一法則 𝒅𝑼 = −𝒑𝒅𝑽 + 𝑻𝒅𝑺 + 𝝁𝒅𝑵 

M個の正準集団で 𝑉 =一定の場合、 𝑑𝐸 = 𝑀𝑇𝑑𝑆 + 𝑀𝜇𝑑𝑁

正準集団１つあたりのエントロピーを比較

𝑆 =
1

𝛽𝑇

1

M
ln 𝑊 =

1

𝛽𝑇
ln 𝑊′ ⇒  𝛽 =

1

𝑘𝐵𝑇
, 𝛼 = −𝛽𝑀𝜇 

  𝑊: Γ0集団全体の配置数, 𝑊′ = 𝑊1/𝑀:正準集団1つ当たりの配置数



正準統計の導出:エネルギーから
宮下精二、熱・統計力学 (培風館 1993)

P. 127, 154

正準集団: N, T一定 (外系とエネルギーのやり取りがある)

正準集団A (エネルギー E1), B (E2 = E – E1) からなる小正準集団を考える。

Bは十分大きく、温度 TBは一定である (熱浴) とみなす。

W1(E1):系AがE1の状態をとる配置数

系AがE1の状態を取る確率： p(E1) = W1(E1)W2(E – E1) / W(E)



P. 127, 154

系AがE1の状態を取る確率： p(E1) = W1(E1)W2(E – E1) / W(E)

p(E1)が最大になる条件:
𝑑𝑝(𝐸

1
) 

𝑑𝐸
1

= 0, 𝑊 𝐸 は定数

𝑑𝑝(𝐸1) 

𝑑𝐸1

=
𝑑𝑊1 𝐸1

𝑑𝐸1

𝑊2 𝐸 − 𝐸1 − 𝑊1 𝐸1
𝑑𝑊2 𝐸−𝐸1

𝑑𝐸1

/𝑊 = 0

      => 
𝑑𝑊1 𝐸1

𝑑𝐸1

/𝑊1 𝐸1 −
𝑑𝑊2 𝐸−𝐸1

𝑑𝐸1

/𝑊2 𝐸 − 𝐸1 = 0

 𝒅𝐥𝐧𝑾𝟏 𝑬𝟏 /𝒅𝑬𝟏 = 𝒅𝐥𝐧𝑾𝟐 𝑬𝟐 /𝒅𝑬𝟐

正準統計の導出:エネルギーから
宮下精二、熱・統計力学 (培風館 1993)



正準統計の導出:エネルギーから
宮下精二、熱・統計力学 (培風館 1993)

P. 127, 154

𝒅𝐥𝐧𝑾𝟏 𝑬𝟏 /𝒅𝑬𝟏 = 𝒅𝐥𝐧𝑾𝟐 𝑬𝟐 /𝒅𝑬𝟐

※
𝒅𝐥𝐧𝑾𝟏(𝑬𝟏) 

𝒅𝑬
𝟏

=
𝒅𝐥𝐧𝑾𝟐(𝑬𝟐) 

𝒅𝑬
𝟐

 の左辺、右辺は各正準集団の性質だけで決まる関数

=>
𝒅𝐥𝐧𝑾

𝟏
(𝑬

𝟏
) 

𝒅𝑬
𝟏

は全ての正準集団に共通の変数で説明される関数 f でなければならない:

 fの変数は平衡を規定する T, P, μ等のみが許される

𝑾𝟏(𝑬𝟏)  ∝ 𝐞𝐱𝐩 𝒇𝑬𝟏

熱力学との比較から、 𝒇 = −
𝟏

𝒌
𝑩

𝑻

 𝑾𝟏(𝑬𝟏)  ∝ 𝐞𝐱𝐩 −
𝑬𝟏

𝒌𝑩𝑻
: 正準分布



Boltzmann分布と正準分布の違い

Boltzmann分布:相互作用のない粒子個々が従う分布関数

  𝒆𝒊は i番目の粒子のエネルギー
𝒏𝒊

𝑵
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝒊

正準分布:任意の相互作用がある系が従う分布関数

 𝑬𝒊は i番目のN粒子系の全エネルギー
𝑴𝒊

𝑴
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
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