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講義予定 MAT.C203火・金 15:25~17:05
授業準備期間 9月29日(月) ～ 9月30日(火) 授業 10月1日(水)～11月24日(月)（祝日)

10月16日(木) 月曜の授業を行う 10月22日(水）入学式のため授業休み

11月1日(土)~4日(火) 工大祭(準備・片付け含む)のため授業休み 11月7日(金) 火曜の授業を行う 11月24日(月)(祝日) 月曜の授業を行う

11月25日(火)～12月2日(火) 期末試験・補講

第01回 10/3 熱力学の復習 (神谷)

第02回 10/7 気体分子運動論Maxwell分布 (神谷)

第03回 10/10  Maxwell分布、古典統計力学I (Boltzmann分布) (神谷)

第04回 10/14 Boltzmann分布、古典統計力学の応用I (神谷)

第05回 10/17 古典統計力学の問題、正準理論、量子統計力学I (神谷)

第06回 10/21 大正準理論、量子統計力学 (神谷)

第07回 10/24 休講 (神谷)

第08回 10/28 統計分布の復習 (伊澤)

第09回 10/31 固体の比熱 (伊澤)

授業休み 11/4 (工大祭片付け)

第10回 11/7 理想Bose気体、光子と熱輻射 (伊澤)

第11回 11/11 理想Fermi期待、金属中の電子 (伊澤)

第12回 11/14 半導体中の電子、Fermi準位、ドーピング (伊澤)

第13回 11/18 相転移 (伊澤)

第14回 11/21 復習（統計力学全般） (神谷)

第15回 11/28 試験

神谷:統計分布関数の導出

1. 対称性から分布関数を導出

2. 配置数を最大化して分布関数を導出

3.エネルギーの配置数だけから導出 (正準理論)

4.粒子数が変わる場合の分布関数 (大正準理論)

5.制約条件がある場合の分布関数 (量子統計)

伊澤先生:統計力学の応用

1. 比熱 (フォノン)

2. 放射温度計

3. 金属中の電子物性、比熱 (電子)

4. 半導体中の電子物性

5. 超伝導



課題 2025/10/14

課題１： 3つのエネルギー e1, e2, e3の状態を取れるN個の粒子がある。
系の温度が T の熱平衡状態において、 e1, e2, e3を取る
粒子数の平均値 N1, N2, N3 を求めよ。

Boltzmann分布: 𝑵𝒊 =
𝑵

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝒊  

𝒁 = 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟏 + 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟐 + 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟑

𝑵𝟏 =
𝑵

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟏  

𝑵𝟐 =
𝑵

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟐  

𝑵𝟑 =
𝑵

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟑  

𝒆 =
𝑵

𝒁
𝒆𝟏 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟐 + 𝒆𝟑 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝟑



質問

Q: 「積分変数空間の体積」や「位相空間の体積」というのは、どのような体積なのか

A:物理も数学も、身近な具体的な例を抽象化することで、
理論の適用範囲を拡大、発展してきた

具体例: リンゴの数を足す

抽象化： “数”の和演算に抽象化。

さらに整数=>実数=>複素数=>行列などへ展開。
さらに和差積商を定義 (行列の場合は商 =>逆行列)

具体例:体感する3次元空間 (x, y, z) （デカルト座標）

基底ベクトル (ex, ey, ez)、体積 dxdydz

抽象化：空間座標を任意変数に抽象化:位相空間 (x, p)。

基底ベクトル (ex, ep)、体積 dxdpを定義

さらに抽象化:関数 𝑎1 𝑥 , 𝑎2 𝑥 などを空間の基底ベクトルとみなすと、
任意のベクトル 𝑓 𝑥 = σ 𝑓𝑖𝑎𝑖 𝑥 , 𝑔 𝑥 = σ 𝑔𝑖𝑎𝑖 𝑥
について内積を定義できる: 𝑓, 𝑔 = ׬ 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥



課題 2025/10/17

課題１:古典統計力学のエネルギーの等分配則の問題点について

説明せよ

課題2： 質問があれば書いてください

提出方法： LMS

ファイルは、一般的に読める形式であればよい。
(JPEGなどの画像ファイルも可)

提出期限: 10月19日(日) 23:59:59



•古典統計力学の応用



統計分布関数から物理量を求める方法

1. 𝑬𝒊 を計算

2. Z を計算

3. 統計平均として物理量 Pを導出

𝑃 = σ𝑖 𝑃𝑖𝑓 𝐸𝑖 = ׬ 𝑃(𝐫, 𝐩) ⋅ 𝑓(𝐫, 𝐩)𝐝𝐫𝐝𝐩

  平均エネルギーの例: 𝐸 = σ𝑖 𝐸𝑖𝑓 𝐸𝑖 = ׬ 𝐸(𝐫, 𝐩) ⋅ 𝑓(𝐫, 𝐩)𝐝𝐫𝐝𝐩

4. 分配関数の微分として物理量を導出

平均エネルギー 𝐸 = −𝑁
𝑑 ln 𝑍

𝑑(1/𝑘𝐵𝑇)
      (4.34)

(平均)粒子数 𝑁
𝑑𝑍

𝑑𝐸𝑖
= −

1

𝑘𝐵𝑇
σ exp −𝐸𝑖/𝑘𝐵𝑇 = −

1

𝑘𝐵𝑇
𝑁

5.自由エネルギーの微分として物理量を導出

Helmholtzエネルギー 𝐹 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍      (4.41)

体積弾性率 BV: 𝐹 = 𝐹0 + (1/2)𝐵𝑉 𝑉/𝑉0
2 ＝＞ 𝐵𝑉 =

𝑑2𝐹

𝑑(𝑉/𝑉0)2



理想気体の粒子の速度分布の物理量 g(v)の平均値
外部ポテンシャル U(r) = 0の単原子分子理想気体

Boltzmann分布 (Maxwellの速度分布)

 𝑓 𝒓, 𝒗 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇

分子が速度空間 𝒗~𝒗 + 𝑑𝒗 (𝒗 = 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 , 𝑑𝒗 = (𝑑𝑣𝑥, 𝑑𝑣𝑦, 𝑑𝑣𝑧)) の範囲に

見出される確率 𝑓 𝒗 𝑑𝒗:

𝑓 𝒗 𝑑𝒗 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒗 (3.35)

𝒗に関する物理量 𝑔 𝒗 の平均値:

𝑔 𝒗 = ׬ 𝑔 𝒗 𝑓 𝒗 𝑑𝒗                                               (3.36)



各種の平均値: 𝒗𝟐

• 𝑣2の平均値

𝑣2 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
׬ 𝑣2 exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒗 (3.37)

𝑣2exp −
𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
は速度空間内で球対称 ⇒ 𝑑𝒗 = 4𝜋𝑣2𝑑𝑣

𝑣2 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
4𝜋 0׬

∞
𝑣4exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
𝑑𝑣

𝑥 =
𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
で置換: 𝑣 =

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2
𝑥1/2 ⇒ 𝑑𝑣 =

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2 𝑥−1/2

2
𝑑𝑥

𝑣2 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
4𝜋 0׬

∞ 2𝑘𝐵𝑇

𝑚

2
𝑥2𝑒−𝑥 2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2 𝑥−1/2

2
𝑑𝑥 

= 𝜋−𝟑/𝟐 𝑚

2𝑘𝐵𝑇

3

2
2𝜋 0׬

∞ 2𝑘𝐵𝑇

𝑚

5/2
𝑥3/2𝑒−𝑥𝑑𝑥 

=
𝟐

𝝅𝟏/𝟐

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

𝑝

2
0׬

∞
𝑥3/2𝑒−𝑥𝑑𝑥 (3.38)



Γ関数

Γ関数 Γ 𝑠 = 0׬

∞
𝑥𝑠−1𝑒−𝑥𝑑𝑥  (𝑠 > 0)  (3.39)

 Γ 𝑠 = (𝑠 − 1)Γ 𝑠 − 1 , Γ 1 = 1,  Γ
1

2
= 𝜋1/2 

 s = nが整数の時: Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 !   

𝒗𝒑 =
𝟐

𝝅𝟏/𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻

𝒎

𝒑

𝟐
𝜞

𝒑+𝟑

𝟐
(3.41)



各種の速度: 𝒗𝒑

𝒗𝒑 =
𝟐

𝝅𝟏/𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻

𝒎

𝒑

𝟐
𝜞

𝒑+𝟑

𝟐
 (3.41)

𝒑 = 𝟏:平均速度 𝒗 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1

2
𝛤 2 =

𝟐

𝝅𝟏/𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻

𝒎

𝟏

𝟐
 (𝛤 2 = 1・𝛤 1 = 1)

𝒑 = 𝟐:二乗平均速度 𝒗𝟐 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1

2
𝛤

5

2
=

2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

3

4
𝜋

1

2 =
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝒎

      (𝛤
5

2
=

3

2
∙

1

2
∙ 𝜋

1

2
 

=
3

4
𝜋

1

2
 
)

最大確率の速度 :
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒎𝒑

𝟐 = 𝒌𝑩𝑻

平均速度 :
𝟏

𝟐
𝒎 𝒗 𝟐 =

𝟒

𝝅
𝒌𝑩𝑻 

二乗平均速度 (熱速度) :
𝟏

𝟐
𝒎 𝒗𝟐 =

𝟑

𝟐
𝒌𝑩𝑻 



運動エネルギーと等分配則

二乗平均速度

𝑣2 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2
𝛤 5/2 =

3𝑘𝐵𝑇

𝑚
  (3.45)

平均運動エネルギー

𝑒 =
𝑚 𝑣2

2
=

𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
    (3.46)

=
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
=

𝒎 𝒗𝟐

𝟐
= 𝒎

𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐

𝟐

等方性から 𝑣𝑥
2 = 𝑣𝑦

2 = 𝑣𝑧
2 =

1

3
𝑣2  (3.48)

エネルギー等分配則
𝑚𝑣𝑥

2

2
=

𝑚𝑣𝑦
2

2
=

𝑚𝑣𝑧
2

2
=

𝑘𝐵𝑇

2
   (3.49)

気体分子の運動エネルギーの平均値は、

自由度1つ当たり、
𝒌𝑩𝑻

𝟐
ずつ等分に分配される

 



格子振動の Einsteinモデル

・固体中の原子が独立に同じ角振動数𝜔で調和振動していると近似

原子1つ、1自由度 (x方向)あたりで計算：

エネルギー: 𝑒𝑖 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝑘𝑥2 =

𝑝2

2𝑚
+

𝑚

2
𝜔2𝑥2 (5.13)

分配関数: 𝒁 =
1

𝑣𝜇
׬ exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥 𝑑𝑝

 =
1

𝑣𝜇
∞−׬

∞
exp −𝛽

𝑝2

2𝑚
𝑑𝑝 ∞−׬

∞
exp −𝛽

𝑚𝜔2𝑥2

2
𝑑𝑥

 =
1

𝑣𝜇

2𝜋𝑚

𝛽

1/2 2𝜋

𝑚𝜔2𝛽

1/2
=

1

𝑣𝜇

𝟐𝝅

𝜷𝝎
 

𝒆 =
׬ 𝑒 exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑

׬ exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑
= −

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝑍 = −

𝜕

𝜕𝛽
ln

1

𝑣𝜇

2𝜋

𝛽𝜔

 = 1/𝛽 = 𝒌𝑩𝑻  

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 103



格子振動の1原子当たりエネルギー: 𝒆 = 𝒌𝑩𝑻  

自由度 (x, p)ごとに分けて計算しなおしてみる

xの自由度分:
𝑚𝜔2𝑥2

2
=

׬
𝑚𝜔2𝑥2

2
exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑝

׬ exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑝
=

׬
𝑚𝜔2𝑥2

2
exp −𝛽

𝑚𝜔2𝒙𝟐

2
𝑑𝑥

׬ exp −𝛽
𝑚𝜔2𝑥2

2
𝑑𝑥

=
𝒌𝑩𝑻

𝟐

pの自由度分:
𝑝2

2𝑚
=

׬
𝑝2

2𝑚
exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑝

׬ exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑝
=

׬
𝑝2

2𝑚
exp −𝛽

𝒑𝟐

2𝑚
𝑑𝑝

׬ exp −𝛽
𝑝2

2𝑚
𝑑𝑝

=
𝒌𝑩𝑻

𝟐

エネルギーの等分配則:

(x, y, z, px, py, pz)の各自由度に対して
𝑘𝐵𝑇

2
ずつ

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 103



自由度 x のエネルギー 𝑒𝑥 =
1

2
𝑎𝑥2 の場合

分配関数: 𝒁𝒙 =
1

𝑣𝜇
׬ exp −

1

2
𝛽𝑎𝑥2 𝑑𝑥 =

1

𝑣𝜇

2𝜋

𝛽𝑎

1/2

𝒆𝒙 =
׬ 𝑒𝑥 exp −𝛽𝑒𝑥 𝑑𝒙

׬ exp −𝛽𝑒𝑥 𝑑𝒙
= −

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝑍𝑥 = −

𝜕

𝜕𝛽
ln

1

𝑣𝜇

2𝜋

𝛽𝑎

1/2
=

1

2

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝛽 =

1

2

1

𝛽
=

1

2
𝒌𝑩𝑻

エネルギーが𝑒𝑥 =
1

2
𝑎𝑥2の形をしている場合、

1

2
𝒌𝑩𝑻が割り当てられる

• 並進運動  : 𝑒𝑣𝑥
=

1

2
𝑚𝑣𝑥

2

• 調和振動子 : 𝑒𝑥 =
1

2
𝑘𝑥2, 𝑒𝑣𝑥

=
1

2
𝑚𝑣𝑥

2

• 回転運動 (極座標): 𝑒𝜃 =
1

2𝐼
𝑝𝜃

2, 𝑒𝜑 =
1

2𝐼
𝑝𝜑

2

古典統計力学ではなぜ等分配則がでてくるのか



エネルギーを直接測定する方法は少ない

私たちが測定できるもの：
系に何か（刺激:熱量、圧力、電磁場など）を与えて、
系の変化（応答:温度変化、体積変化など）を観測する

=>刺激に対する応答の大きさが「物性」

熱力学の場合:刺激として熱量 (Joule熱など)や仕事を与える
T, P, Vは簡単に測定できる

第一法則: 𝑑𝑈 = −𝑃𝑑𝑉 + 𝛿𝑄 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉
𝑑𝑇 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉 𝑇
𝑑𝑉 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉 𝑇
𝑑𝑉

 ⟹ 𝐶𝑉 =
𝜕𝑄

𝜕𝑇 𝑉
=

𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉

   𝑈 𝑇 = 0׬

𝑇
𝐶𝑉(𝑇′) 𝑑𝑇′

   𝑆 𝑇 = 0׬

𝑇 𝐶𝑉(𝑇′)

𝑇′
𝑑𝑇′

   𝐹 𝑇 = 𝑈 𝑇 − 𝑆 𝑇 𝑇

なぜ CV の計算をするのか



デュロンープティの法則
固体の比熱は、構成元素の種類、温度に依存せず一定
3R ~25 J/(molK)

・ 室温で実測に良く一致

問題点:

・ 熱力学第三法則と矛盾

𝑺 𝑻 = 𝟎׬

𝑻 𝑪𝑽

𝑻
𝒅𝑻 : T → 0で S→

・ 実測は低温で CVは減少、T → 0で CV→ 0

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 105

固体中の原子数 N : 𝑈 = 6𝑁
𝑘𝐵𝑇

2
     (5.19)

1 molの場合 : 𝑈 = 3𝑅𝑇      (5.20)

定積モル比熱の定義より : 𝑪𝑽 =
𝝏𝑼

𝝏𝑻 𝑽
= 𝟑𝑹  (5.21, 22)

実際の定積モル比熱 (Cu)



§5.3 2原子分子気体:重心運動と相対運動
P. 106

重心の運動: 質量𝑀 = 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵 の分子の理想気体と同じに扱える

重心を中心とした運動: 

相対位置 𝒓𝑹 = 𝒓𝑩 − 𝒓𝑨 を極座標 (𝑟, 𝜃, 𝜑)で表して
扱うことができる => 2つの自由度が回転 (𝜃, 𝜑)、1つは振動 (𝑟)

N原子からなる分子の場合:

重心運動の自由度 : 3

分子の回転の自由度: 2 (棒状分子)

             3 (非棒状分子)

分子内振動の自由度: 3N – 5 (N = 2)

             3N – 6 (N > 2)

５－４図 極座標



§5.3 2原子分子気体:重心運動と相対運動
P. 106

原子A:質量𝑚𝐴, 電荷 q,位置 𝒓𝑨, 速度 𝒗𝑨          原子B:質量𝑚𝐵, 電荷 –q,位置 𝒓𝑩, 速度 𝒗𝑩 

𝑚𝐴
𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑨 = 𝑭𝑨 + 𝑭𝑩→𝑨   𝑭𝑨, 𝑭𝑩: A, Bにかかる外力 

𝑚𝐵
𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑩 = 𝑭𝑩 + 𝑭𝑨→𝑩 𝑭𝑨→𝑩 = −𝑭𝑩→𝑨: AがBに及ぼす力

重心の運動: 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
𝑑

𝑑𝑡

𝑚𝐴𝒗𝑨+𝑚𝐵𝒗𝑩

𝑚𝐴+𝑚𝐵
= 𝑭𝑨 + 𝑭𝑩   =>  𝑀

𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑮 = 𝑭𝒕𝒐𝒕

  𝒓𝑮 =
𝑚𝐴𝒓𝑨+𝑚𝐵𝒓𝑩

𝑚𝐴+𝑚𝐵
: 重心の位置

  𝒗𝑮 =
𝑚𝐴𝒗𝑨+𝑚𝐵𝒗𝑩

𝑚𝐴+𝑚𝐵
: 重心の速度

  𝑀 = 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵 : 全質量

重心を中心とした運動: μ
𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑩 − 𝒗𝑨 = 𝑭𝑨→𝑩 +

𝑚𝐴𝑭𝑩−𝑚𝐵𝑭𝑨

𝑚𝐴+𝑚𝐵

  𝒗𝑹 = 𝒗𝑩 − 𝒗𝑨 : 相対速度

  μ−1 = 𝑚𝐴
−1 + 𝑚𝐵

−1: 換算質量

運動エネルギー: 𝑲 =
𝟏

𝟐
𝒎𝑨𝒗𝑨

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒎𝑩𝒗𝑩

𝟐 =
𝟏

𝟐
𝑴𝑮𝒗𝑮

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝝁𝒗𝑹

𝟐



§5.3 2原子分子気体の分配関数
P. 106

原子A, Bからなる分子の重心を原点にとった極座標を考える
各分子のエネルギー

𝑒 =
𝑃2

2𝑀
+

𝑚𝐴𝑎2+𝑚𝐵𝑏2

2
ሶ𝜃2 + ሶ𝜑2sin2𝜃 + 𝐸𝑣𝑖𝑏 =

𝑃2

2𝑀
+

1

2𝐼
𝑝𝜃

2 + 𝑝𝜑
2 + 𝑒𝑣𝑖𝑏

  𝑀 = 𝑚𝐴+ 𝑚𝐵,  𝑷 = 𝑚𝐴𝒗𝑨 + 𝑚𝐵𝒗𝑩 = 𝑴𝒗𝑮

  𝐼=
𝑚𝐴𝑎2+𝑚𝐵𝑏2

2
 : 慣性モーメント

分配関数の乗法原理:

𝒁𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆 = σ{𝑮,𝑹,𝒗𝒊𝒃} 𝐞𝐱𝐩 −
𝒆𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆

𝒌𝑩𝑻
 = σ{𝑮,𝑹,𝒗𝒊𝒃} 𝐞𝐱𝐩 −

𝒆𝑮+𝒆𝑹+𝒆𝒗𝒊𝒃

𝒌𝑩𝑻
 

  = σ𝑮 𝐞𝐱𝐩 −
𝒆𝑮

𝒌𝑩𝑻
σ𝑹 𝐞𝐱𝐩 −

𝒆𝑹

𝒌𝑩𝑻
 σ𝒗𝒊𝒃 𝐞𝐱𝐩 −

𝒆𝒗𝒊𝒃

𝒌𝑩𝑻
 

𝒁𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆 =  𝒁𝑮𝒁𝑹𝒁𝒗𝒊𝒃



§5.3 2原子分子気体の分配関数
P. 106

𝐸 =
𝑃2

2𝑀
+

𝑚𝐴𝑎2+𝑚𝐵𝑏2

2
ሶ𝜃2 + ሶ𝜑2sin2𝜃 + 𝑒𝑣𝑖𝑏 =

𝑃2

2𝑀
+

𝑝𝜃
2

2𝐼
+

𝑝𝜙
2

2𝐼
 +𝑒𝑣𝑖𝑏 

分配関数: 𝒁𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆  =  𝒁𝑮𝒁𝑹𝒁𝒗𝒊𝒃 

重心運動 (1原子分子気体と同様): 𝑍𝐺 =
1

𝑣𝜇
׬ 𝑑 𝒓𝑮𝑑𝑷exp −𝛽

𝑷2

2𝑀
=

𝑉

𝑣𝜇
(2𝜋𝑀𝑘𝐵𝑇)3/2

回転運動: 𝑍𝑅 =
4𝜋2

𝑣𝜇
𝐼𝑘𝐵𝑇    (2原子分子)

   =
8𝜋2

𝜎𝑣𝜇
(2𝜋𝑘𝐵𝑇)

3

2(𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶)
1

2 (多原子分子)

振動運動 (格子振動と同様): 𝑍𝑣𝑖𝑏 =
2𝜋

𝜔
𝑘𝐵𝑇 

         考慮すると実験結果と合わなくなるので無視する



2原子分子気体の𝒁𝑹
P. 106

注:分配関数の積分は r, 𝑝𝑟でもとるが、剛体分子の回転では rが定数なのででてこない

回転自由度を極座標 𝜃, 𝜙で表し、慣性モーメントを 𝐼 とする

 𝐸𝑅 =
𝑝𝜃

2

2𝐼
+

𝑝𝜙
2

2𝐼

𝑍𝑅 =
1

𝜎𝑣𝜇
׬ 𝑒−𝛽𝐸𝑅𝑑𝑝𝜃𝑑𝑝𝜙𝑑Ω  (𝜎: 分子の対称性数。対称操作で同じ分子になる数)

׬ 𝑒−𝛽𝐸𝑅𝑑𝑝𝜃𝑑𝑝𝜑 = 2𝜋I/𝛽 = 2𝜋I𝑘𝐵𝑇 

極座標の角度積分は

׬ 𝑑Ω = 0׬

𝜋
sin 𝜃 𝑑𝜃 0׬

2𝜋
𝑑𝜑 = 4𝜋

 𝒁𝑹 =
𝟖𝝅𝟐

𝝈𝒗𝝁
𝑰𝒌𝑩𝑻 =

𝟒𝝅𝟐

𝒗𝝁
𝑰𝒌𝑩𝑻    (2原子分子は棒状なのでσ = 2)

𝜃

𝜙

極座標: polar_axis_tkinter.py



多原子分子気体の𝒁𝑹
P. 106

非線形分子は 3 軸すべてで回転できる。主軸3軸に関する回転自由度を
オイラー角 𝜓, 𝜃, 𝜙 で表し、それぞれの主慣性モーメントを 𝐼𝜓, 𝐼𝜃 , 𝐼𝜙 とする

 𝐸𝑅 =
𝑝𝜓

2

2𝐼𝜓
+

𝑝𝜃
2

2𝐼𝜃
+

𝑝𝜙
2

2𝐼𝜙
  

𝑍𝑅 =
1

𝜎𝑣𝜇
׬ 𝑒−𝛽𝐸𝑅𝑑𝑝𝜓𝑑𝑝𝜃𝑑𝑝𝜙 𝑑Ω 

׬ 𝑒−𝛽𝐸𝑅𝑑𝑝𝜓𝑑𝑝𝜃𝑑𝑝𝜑 = (2𝜋/𝛽)
3

2(𝐼𝜓𝐼𝜃𝐼𝜑)
1

2

オイラー角の角度空間積分では

׬ 𝑑Ω = 0׬

2𝜋
𝑑𝜓 0׬

𝜋
sin 𝜃 𝑑𝜃 0׬

2𝜋
𝑑𝜑 = 8𝜋2

𝒁𝑹 =
𝟖𝝅𝟐

𝝈𝒗𝝁
(𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻)

𝟑
𝟐(𝑰𝝍𝑰𝜽𝑰𝝋)

𝟏
𝟐

            (非線形分子では対称性により𝜎が異なる)

オイラー角: euler_angle_tkinter.py



§5.3 正準変数による2原子分子気体の𝒁𝑹の導出
P. 106

𝐸𝑅 =
1

2𝐼
𝑝𝜃

2 +
𝑝𝜑

2

sin2𝜃
  (𝑝𝜃 , 𝑝𝜑: 正準運動量)

𝑍𝑅 =
1

𝜎𝑣𝜇
0׬

𝜋
𝑑𝜃 0׬

2𝜋
𝑑𝜑 ∞−׬

∞
𝑑𝑝𝜃 ∞−׬

∞
𝑑 𝑝𝜑 exp −

1

2𝐼𝑘𝐵𝑇
𝑝𝜃

2 +
𝑝𝜙

2

sin2𝜃
 

注:正準変数𝜃, 𝜑, 𝑝𝜃, 𝑝𝜑で積分する場合は一般座標積分に測度 sin 𝜃 が入らない。

代わりに、一般化運動量𝑝𝜙のエネルギー項に1/sin𝜃 が入る

∞−׬ 

∞
exp −

𝑝𝜃
2

2𝐼𝑘𝐵𝑇
𝑑𝑝𝜃 = 2𝜋𝐼𝑘𝐵𝑇, ∞−׬

∞
exp −

𝑝𝜙
2

2𝐼𝑘𝐵𝑇sin2𝜃
𝑑𝑝𝜙 = 2𝜋𝐼𝑘𝐵𝑇sin2𝜃

𝑍𝑅 =
1

𝜎𝑣𝜇
0׬

𝜋
𝑑 𝜃 0׬

2𝜋
𝑑𝜑 2𝜋𝐼𝑘𝐵𝑇 2𝜋𝐼𝑘𝐵𝑇sin2𝜃 =

1

𝜎𝑣𝜇
2𝜋 0׬

𝜋
sin𝜃𝑑𝜃 ⋅ 2𝜋𝐼𝑘𝐵𝑇 

𝒁𝑹 =
𝟖𝝅𝟐

𝝈𝒗𝝁
𝑰𝒌𝑩𝑻 =

𝟒𝝅𝟐

𝒗𝝁
𝑰𝒌𝑩𝑻    (2原子分子は棒状なのでσ = 2)



理想気体のエネルギーの等分配則
P. 106

2原子分子気体 (分子数N):

𝑍𝑁 = 𝑉/𝑣𝜇
𝑁

(2𝜋𝑀/𝛽)3𝑁/2 𝜋3𝐼/𝛽 𝑁

𝐸 = −
𝜕

𝜕𝛽
 ln 𝑍𝑁 =

3𝑁

2
𝑘𝐵𝑇+ 𝑁𝑘𝐵𝑇 =

5𝑁

2
𝑘𝐵𝑇: 

   エネルギー等分配則 (自由度5𝑁 =並進3𝑁 +回転2𝑁)

多原子分子気体:

𝑍𝑁 = 𝑉/𝜎𝑣𝜇
𝑁

(2𝜋𝑀/𝛽)3𝑁/2 8𝜋2(2𝜋/𝛽)3/2(𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶)1/2 𝑁

  < 𝐸 >= −
𝜕

𝜕𝛽
 ln 𝑍𝑁 =

3𝑁

2
𝑘𝐵𝑇+ 

3𝑁

2
𝑘𝐵𝑇 = 3𝑁𝑘𝐵𝑇 

   エネルギー等分配則 (自由度6𝑁 =並進3𝑁 +回転3𝑁)

Helmholtzエネルギー: 𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝑁

圧力: 𝑝 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑉
= 𝑘𝐵𝑇

𝜕

𝜕𝑉
 ln 𝑍𝑁 =

𝑘𝐵𝑇𝑁

𝑉
    =>  𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇: 理想気体の状態方程式



単原子分子理想気体の定積モル比熱

• 1モルの単原子理想気体

𝑼 = 𝑵𝑨 𝑒 = 𝑵𝑨
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
=

𝟑𝑹

𝟐
𝑻

 内部エネルギーは温度のみに依存

•定積モル熱容量 (比熱)

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉
=

3

2
𝑅 (3.55)

𝑅 = 1.98 cal/mol ∙ Kより、 𝐶𝑉 = 2.97 cal/mol ∙ K (理論値) (3.56)

 ex) ヘリウムガス 𝐶𝑉 = 3.02 cal/mol ∙ K



多原子分子気体の自由度と等分配則

N原子分子の自由度 f

・ 1原子あたり、(x, y, z)の 3つの自由度

・ N原子分子では合計 3Nの自由度

・分子の重心位置の自由度 (x, y, z) の 3つ

・回転の自由度:棒状分子では 2つ、他の分子では 3つ

・他の自由度:分子内振動の自由度 (棒状分子: fv = 3N – 5, 他の分子: 3N – 6)

エネルギー等分配則の拡張

• 並進運動以外の運動の自由度にも
1

2
𝑘𝐵𝑇ずつのエネルギーを分配

 自由度 𝑓の分子のエネルギー平均値 𝑒 =
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇

• ただし、分子内振動の自由度を除く
 2原子分子 : f = 3 + 2 = 5

3原子棒状分子 (CO2など) : f = 3 + 2 = 5

3原子分子その他 (HO2など) : f = 3 + 3 = 6



多原子分子気体の熱容量比

エネルギー分配則の拡張
• 並進運動以外の運動の自由度にも

1

2
𝑘𝐵𝑇ずつのエネルギーを分配

• 自由度 𝑓の分子のエネルギー平均値 𝑒 =
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇

1モル当たりの内部エネルギー 𝑈 = 𝑁 𝑒 = 𝑁𝐴
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇 =

𝑓𝑅

2
𝑇

定積モル比熱 𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉
=

𝑓

2
𝑅    (3.58)

定圧モル比熱 𝐶𝑝 = 𝐶𝑉 + 𝑅 =
𝑓+2

2
𝑅   (3.59)

   (マイヤーの関係式 𝐶𝑝 − 𝐶𝑉 = 𝑅)

比熱比 𝛾 = ൗ𝐶𝑝 𝐶𝑉 = ൗ
𝑓+2

2
𝑅

𝑓

2
𝑅 =

𝑓+2

𝑓
   (3.60)

• 単原子分子     𝑓 = 3   𝛾 = 5/3
• 2原子分子 (振動の自由度は無視して) 𝑓 = 3 + 2 = 5 𝛾 = 7/5
• 非棒状分子 (振動の自由度は無視して) 𝑓 = 3 + 3 = 6 𝛾 = 4



§5.8 イジング模型: 2準位モデル (古典論)
P. 119

Ising model:分極系の簡単化されたモデル
・ 結晶の格子点に古典的なスピンが存在

・ それぞれのスピンは独立

・ それぞれのスピンが +𝛍 と −𝛍の磁気モーメントを

もつ状態のいずれかをとる

磁場 𝑯中のスピン 𝜇 のエネルギー: 𝐸 = 𝜇𝐵

𝐸1 = −𝜇𝐵

𝐸2 = +𝜇𝐵

粒子数 N = 1固定、温度 Tでの統計平均:正準集合

𝐸1 をとる確率: 𝑝1 ∝ exp −𝛽𝐸1 = exp +𝛽𝜇𝐵

𝐸2 をとる確率: 𝑝2 ∝ exp −𝛽𝐸2 = exp −𝛽𝜇𝐵

𝐸𝑖 をとる確率: 𝒑𝒊 =
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟏 +𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟐
=

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
 (6.7)

５－８図 磁場中のイジング・スピン

エネルギー
−𝜇𝐵

エネルギー
𝜇𝐵

磁場 B



§5.8 イジング模型: 2準位モデル (古典論)
P. 119

𝐸𝑖 をとる確率: 𝒑𝒊 =
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟏 +𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟐
=

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
 (6.7)

物性 Pの平均: 𝑷 =
σ𝒊 𝑷𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
 (6.8)

スピン状態 ±𝜇 を取る確率 (𝑬𝟏 = −𝜇𝐵, 𝑬𝟐 = 𝜇𝐵)

 𝑃± =
𝑒±𝛽𝜇𝐵

𝑒𝛽𝜇𝐵+𝑒−𝛽𝜇𝐵   (5.70)

磁気モーメントの統計平均

𝝁 =
(+𝝁)𝒆𝜷𝝁𝑩+(−𝝁)𝒆−𝜷𝝁𝑩

𝒆𝜷𝝁𝑩+𝒆−𝜷𝝁𝑩 = 𝝁
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝜷𝝁𝑩)

𝐜𝐨𝐬𝐡 𝜷𝝁𝑩
 = 𝝁 ∙ 𝐭𝐚𝐧𝐡(𝜷𝝁𝑩) (5.72)

𝜷𝝁𝑩 ≪ 𝟏のときは

𝝁  ~
𝟏

𝒌𝑩𝑻
𝝁𝟐𝑩  自由に回転できる極性気体分子:

𝑃

𝑁/𝑉
 ~

1

3𝑘𝐵𝑇
𝑝0

2𝐸

５－８図 磁場中のイジング・スピン

エネルギー
−𝜇𝐵

エネルギー
𝜇𝐵

磁場 B



§5.8 イジング模型: 2準位モデル
P. 119

磁気モーメントの統計平均

𝝁 = 𝝁
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝜷𝝁𝑯)

𝐜𝐨𝐬𝐡 𝜷𝝁𝑯
= 𝝁

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑯−𝟏

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑯+𝟏
~

𝟏

𝒌𝑩𝑻
𝝁𝟐𝑯 (𝜷𝝁𝑯 ≪ 𝟏)

全エネルギーの統計平均

𝑬 = 𝝁𝑩
𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩−𝟏

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩+𝟏
= 𝝁𝑯 𝟏 +

−𝟐

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩+𝟏

定積比熱

 𝑪𝑽 =
𝝏 𝑬

𝝏𝑻
=

𝟒

𝒌𝑩𝑻𝟐

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩+𝟏
𝟐 𝝁𝑩 𝟐 ショットキー比熱

 

５－９図 C / NkBとの関係
(ショットキー比熱)

T => 0で CV => 0

エネルギーの等分配則が成立しない



古典統計力学:エネルギー等分配則の問題

気体でエネルギー分配則が成立する運動の自由度

○運動エネルギー
分子の重心の並進運動の自由度 3 (<ex>, <ey>, <ez>)

○分子の回転エネルギー

二原子分子 回転の自由度 2

(結合軸周りの回転は除く)

三原子以上の非棒状分子回転の自由度 3

全自由度:二原子分子では合計 6、三原子分子では 9のはずだが、

残りの自由度は分子振動だが、「等分配則」では無視されている
   一方、固体中の原子振動は自由度として取り入れる

問題点:

・ なぜ分子の振動だけ無視するのか？

・低温の熱容量はデュロン・プティの法則に従わない

エネルギー等分配則:運動の自由度一つ当たり
1

2
𝑘𝐵𝑇



補足資料

解析力学とハミルトニアン



rF
2

2

dt

d
m=

r

r
q

L
p





=

( )tqqq n ,,, 21 rr =

ラグランジアン
(Lagrangian)

0=



−





rr q

L

q

L

dt

d



・デカルト座標以外では表式が変わる場合がある
・力の概念がはっきりしない

＝＞エネルギーの方が基本的な物理概念

一般化座標

VTL −=
T: 運動エネルギー V:ポテンシャルエネルギー

一般化(正準)運動量

Newtonの運動方程式

オイラー・ラグランジの方程式



解析力学:一般化座標と一般化運動量
・力よりもエネルギーの方が本質的な物理量である =>力学の再構築

・最小作用の原理

＝＞ラグランジアン 𝐿 = 𝐾 − 𝑈    (4.8)

𝐾: 体系の全運動エネルギー𝐾

𝑈:体系の全位置エネルギー𝑈

座標 (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑓) と速度 ( ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, … , ሶ𝑞𝑓)の関数

・一般化座標: 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑓 (𝑓:運動の自由度)

直交座標に限らず、各粒子の位置を決める座標

・一般化速度: ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, … , ሶ𝑞𝑓

・一般化運動量: 𝑝𝑗 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑗
    (4.9)

𝑞𝑗に共役な運動量

• ハミルトニアン (ラグランジアンのLegendre変換)

 𝐻 𝑞, 𝑝 = σ𝑗 𝑝𝑗 ሶ𝑞𝑗 − 𝐿 (4.10)

体系全体のもつ力学的エネルギー



解析力学:ラグランジ形式
・力よりもエネルギーの方が本質的な物理量である =>力学の再構築
・最小作用の原理
＝＞ラグランジアン 𝐿(𝑞𝑖 , ሶ𝑞𝑖) = 𝐾(𝑞𝑖 , ሶ𝑞𝑖) − 𝑈(𝑞𝑖 , ሶ𝑞𝑖) (4.8)

𝐾: 体系の全運動エネルギー𝐾
𝑈:体系の全位置エネルギー𝑈
座標 (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑓) と速度 ( ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, … , ሶ𝑞𝑓)の関数

・ デカルト座標以外で簡単に解ける:オイラー・ラグランジの方程式
一般化座標: 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑓 (𝑓: 運動の自由度)

直交座標に限らず、各粒子の位置を決める座標
一般化速度: ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, … , ሶ𝑞𝑓

𝒅

𝒅𝒕

𝝏𝑳

𝝏 ሶ𝒒𝒓
−

𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒓
= 𝟎           =>      

𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑟 = −

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝑟
= 𝐹

一般化運動量: 𝒑𝒋 =
𝝏𝑳

𝝏 ሶ𝒒𝒋
: 𝑞𝑗に共役な運動量 (4.9)

・ Lの対称性から保存則が導出される: ネーターの定理



ハミルトン形式
ハミルトニアン:

全エネルギーを座標 q、運動量 p の関数として表したもの

 𝐻 𝑞, 𝑝 = σ𝑗 𝑝𝑗 ሶ𝑞𝑗 − 𝐿(= σ𝑗
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑗
ሶ𝑞𝑗 − 𝐿)  (4.10)

    (ラグランジアンのLegendre変換)

• ハミルトンの正準運動方程式

 ሶ𝒙 =
𝝏𝑯

𝝏𝒑
, ሶ𝒑 = −

𝝏𝑯

𝝏𝒙
(4.6)

・系の力学的状態は座標と運動量で指定できる

・座標と運動量は独立な変数として扱う



デカルト座標でのラグランジ方程式

0=



−





rr q

L

q

L

dt

d



VTL −= 一般化(正準)運動量

オイラー・ラグランジの方程式

rr qLp


= /

)(
2

2
xVx

m
L −=




== xmqLp xx /

デカルト座標

0)( =



+


xV

x
x

dt

d
m Newtonの運動方程式



デカルト座標でのハミルトン方程式

r

r

p

H

t

q




=





r

r

q

H

t

p




−=




ハミルトンの運動方程式

VTL −= 一般化(正準)運動量

VTH +=

rr qLp


= /

)(
2

1 2
xVp

m
H x +=

デカルト座標

Newtonの運動方程式

m

p

t

x x=




x

xV

t

pr




−=



 )(

x

xV
x

t
m




−=



 )(
2

2



デカルト座標 (𝒙, 𝒚, 𝒛) と極座標 (𝒓, 𝜽, 𝝋):
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃

ሶ𝑥2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 sin 𝜑
2

ሶ𝑦2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 sin 𝜑 − 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 cos 𝜑
2

ሶ𝑧2 = ሶ𝑟 sin 𝜃 − 𝑟 ሶ𝜃 cos 𝜃
2

  ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2 = ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃
2

𝐿 =
𝑚

2
ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃

2
− 𝑉(𝑟, 𝜑, 𝜃)

 𝑝𝑟 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝑟 = 𝑚 ሶ𝑟

 𝑝𝜃 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜃 = 𝑚𝑟2 ሶ𝜃
 𝑝𝜑 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜑 = 𝑚𝑟2 cos2 𝜃 ⋅ ሶ𝜑

 オイラー・ラグランジの方程式
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑟
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑟
= 0

極座標でのラグランジ方程式



極座標でのラグランジ方程式
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遠心力



1.ラグランジアンからの導出:

𝐻 = 𝐻 𝑞, 𝑝 = σ 𝑝𝑗 ሶ𝑞𝑗 − 𝐿 = 𝑇 + 𝑉

𝑝𝑟 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝑟 = 𝑚 ሶ𝑟 𝑝𝜑 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜑 = 𝑚𝑟2 cos2 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 𝑝𝜃 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜃 = 𝑚𝑟2 ሶ𝜃

𝑯 =
𝟏

𝟐𝒎
𝒑𝒓

𝟐 +
𝒑𝝋

𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝟐
+

𝒑𝜽

𝒓

𝟐
+ 𝑽(𝒓, 𝝋, 𝜽) 

2.デカルト座標 (𝒙, 𝒚, 𝒛) から極座標 (𝒓, 𝜽, 𝝋)への変換による導出:

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃

ሶ𝑥2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 sin 𝜑
2

ሶ𝑦2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 sin 𝜑 − 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 cos 𝜑
2

ሶ𝑧2 = ሶ𝑟 sin 𝜃 − 𝑟 ሶ𝜃 cos 𝜃
2

  ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2 = ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃
2

𝐻 =
1

2
𝑚 ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃

2
+ 𝑉 𝑟, 𝜑, 𝜃

 =
1

2𝑚
𝑝𝑟

2 +
𝑝𝜑

𝑟 cos 𝜃

2
+

𝑝𝜃

𝑟

2
+ 𝑉(𝑟, 𝜑, 𝜃)

回転エネルギー並進エネルギー

極座標でのハミルトニアン
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