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マクスウェル分布の導出: まとめ
仮定2:回転対称:分布関数は𝑣2の関数𝑓 𝑣2

𝑣2 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2   𝑓 𝑣2 の変数は独立成分の和

𝑣𝑥
2 = 𝑣𝑦

2 = 𝑣𝑧
2

仮定1:分子の3方向 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 の速度成分は互いに独立、等価。
𝑓 𝑣2 = 𝑣𝑥

2 + 𝑣𝑦
2 +  𝑣𝑧

2 = 𝑔 𝑣𝑥
2 𝑔 𝑣𝑦

2 𝑔 𝑣𝑧
2  同じ関数の積

位置が𝒓~𝒓 + 𝑑𝒓,速度が𝒗~𝒗 + 𝑑𝒗の分子の数は

𝑓 𝑣2 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒓𝑑𝒗   (3.11)

𝑑𝒓 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑑𝑉 (dr: ベクトル drが作る平行六面体の体積)

𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧     (3.12)

以降、𝑓 𝑣2 の代わりに𝑓 𝑣 とあらわす:

𝒇 𝒗 𝒅𝒓𝒅𝒗 =
𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
𝐞𝐱𝐩 −

𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐

𝒌𝑩𝑻
   (3.11)

「変数の和が関数の積になる」という
条件から指数関数が出てくる 一般化、抽象化: 正準理論



ボルツマン定数・ボルツマン因子

今後、以下の記号を多用する

 𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻
       (3.31)

 𝒆 =
𝒎𝒗𝟐

𝟐
(=

𝒎𝒗𝟐

𝟐
+ 𝑼):粒子のエネルギー (3.32)

     系のエネルギーは Eと書く

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗

=
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆  𝑑𝒓𝑑𝒗

ボルツマン因子



𝒇 𝒗 =
𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
𝐞𝐱𝐩 −

𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐

𝒌𝑩𝑻

0 𝑣

速度 0 の分子が
一番多い?

Maxwellの速度分布関数: 速度 0の粒子が一番多い?

𝒗𝒙の場合は −∞~ + ∞に分布しているので、平均値、最大値は０

𝒗𝟐 = 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 +  𝒗𝒛
𝟐 の分布は？



|𝒗| の速度分布

• 速度が𝒗から𝒗 + 𝑑𝒗の間にある単位体積あたりの分子数

𝑓 𝒗 𝑑𝒗 = 𝜌
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
𝑑𝒗      𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

 => 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 = 0 に最大確率

• 速度空間内で速度が 𝑣 = |𝒗| から |𝑣| + 𝑑|𝑣|にある微小体積

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 =
4𝜋 𝑣+𝑑𝑣 3

3
−

4𝜋𝑣3

3
=

4𝜋 𝑣3+3𝑣2𝑑𝑣+3𝑣𝑑𝑣2+𝑑𝑣3−𝑣3

3

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 ≅ 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

• 𝑓 |𝑣| 𝑑𝒗𝒗~𝒗+𝑑𝒗 = 𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

= 4𝜋ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝒗𝟐𝐞𝐱𝐩 −

𝒎𝒗𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻
 𝑑|𝑣|

𝑣𝑥

𝑣𝑦

𝑣𝑧

𝑣 𝑣 + 𝑑𝑣

𝑂

速度空間



|𝒗| の速度分布

𝐹 |𝑣| 𝑑|𝑣| = 4𝜋ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3
2

𝒗𝟐𝐞𝐱𝐩 −
𝒎𝒗𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻
 𝑑|𝑣|

0

𝐹 |𝑣|

速度0の分子の割合は0

𝑭′ 𝒗 ∝ 𝟐𝒗 − 𝟐𝑩𝒗𝟑 𝐞𝐱𝐩 −𝑩𝒗𝟐 = 𝟎 

⇒ 𝒗𝑚𝑎𝑥 = 𝑩−𝟏/𝟐 =
2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2

で 𝒇 𝒗 は最大

|𝑣|

1

2
𝑚𝒗𝑚𝑎𝑥

1/2 = 𝑘𝐵𝑇: 

粒子の速度は
熱エネルギーで決まる



§3 Maxwellの速度分布: まとめ
仮定
• 1種類, 𝑁個の単原子分子理想気体。分子間に相互作用、エネルギー交換は無い
• 物理的状態 (分布関数)は分子の位置𝒓(𝑥, 𝑦, 𝑧)と速度𝒗 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 だけの関数

• 分子の運動は古典力学に従う (𝑒 =
1

2
𝑚𝑣2)

• ポテンシャルは一様 =>分布関数は rに依存しない: 𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑦

• 空間は等方的、分布関数(確率)は独立事象の積

𝑓 𝑣2 = 𝒇 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐 = 𝒈 𝒗𝒙 𝒈 𝒗𝒚 𝒈 𝒗𝒛   (3.7)

𝒗𝒊
𝟐の和の関数が 𝒗𝒊

𝟐
 
(𝒗𝒊)の関数の積になる

=>解は 𝒇 𝒗𝟐 = 𝑨𝒆−𝜶𝒗𝟐
になる

理想気体の状態方程式 𝑷𝑽 = 𝒏𝑹𝑻 との対応から、𝛼 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇
 

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗

重要:指数関数のかたちは、空間の等方性の条件から出てくる

P. 55



まとめ:統計分布関数とは何か？

統計分布関数 f(X): 系が状態Xを取る確率

Maxwellの速度分布関数: 

ある粒子が 𝒓, 𝒗  の状態を取る確率: ׬ 𝑓 𝒓, 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 1で規格化

𝑓 𝒓, 𝒗 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3/2
exp −

1

2

𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇

状態を取る粒子数: ׬ 𝑓 𝒓, 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝑁で規格化

𝑓𝑁 𝒓, 𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3/2
exp −

1

2

𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇

𝒓, 𝒗  ~ 𝒓 + 𝒅𝒓, 𝒗 + 𝒅𝒗  の状態を取る粒子の数

𝑓𝑁 𝒓, 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 

•速度が𝒗から𝒗 + 𝑑𝒗の間にある単位体積あたりの分子数

𝐹 𝒗 𝑑𝒗 = 𝜌
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
𝑑𝒗      𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

 => 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 = 0 に最大確率

•速度空間内で速度が 𝑣 = |𝒗|から |𝑣| + 𝑑|𝑣|にある微小体積

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 =
4𝜋 𝑣+𝑑𝑣 3

3
−

4𝜋𝑣3

3
=

4𝜋 𝑣3+3𝑣2𝑑𝑣+3𝑣𝑑𝑣2+𝑑𝑣3−𝑣3

3

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 ≅ 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

• 𝐹 |𝑣| 𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 = 𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

= 4𝜋ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝒗𝟐𝐞𝐱𝐩 −

𝒎𝒗𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻
 𝑑|𝑣|

∴ 𝐹 |𝑣| のうち、 |𝑣|に依存する部分:

𝑣2exp −𝐵𝑣2 𝐵 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇



べき乗を含む指数関数の積分: Γ関数
べき乗と指数関数含む積分のやり方:微分可能なパラメータ aを利用する

𝐼0 𝑎 = 0׬

∞
𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 =

1

𝑎
 

   𝐼1(𝑎) = 0׬ 

∞
𝑥𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 = −

𝑑

𝑑𝑎
0׬

∞
𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 =

1

𝑎2 

   𝐼2(𝑎) = 0׬ 

∞
𝑥2𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 = −

𝑑

𝑑𝑎
𝐼1(𝑎)  =

2

𝑎3 

𝐼1/2 𝑎 = 0׬

∞
𝑥1/2𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 = 0׬

∞
(𝑡/𝑎)1/2𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

1

2

𝜋

𝑎

1/2
 

   𝐼3/2 𝑎 = 0׬

∞
𝑥/2𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 = −

𝑑

𝑑𝑎
0׬

∞
𝑥1/2𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 =

1

2

𝜋1/2

𝑎3/2 

   𝐼5/2 𝑎 = 0׬

∞
𝑥5/2𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 = −

𝑑

𝑑𝑎
𝐼5/2 𝑎 =

1

2

3

2

𝜋1/2

𝑎5/2 

Γ関数  𝐼𝑠−1 1 = Γ 𝑠 = 0׬

∞
𝑥𝑠−1𝑒−𝑥𝑑𝑥 (𝑠 > 0)  (3.39)

 Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 ! (𝑛 = 1, 2, 3, … )

 Γ 𝑠 + 1 = sΓ 𝑠  * 階乗(𝑛!)の実数バージョン

    Γ 1 = 𝐼0 1 = 0! = 1      Γ 2 = 𝐼1 1 = 1! = 1       Γ 3 = 𝐼2 1 = 2! = 2     

    Γ
1

2
= 𝜋1/2     Γ

3

2
= 𝐼1/2 1 = Γ

1

2
+ 1 =

1

2
Γ

1

2
=

1

2
𝜋

1

2
 Γ

5

2
= 𝐼3/2 1 =

3

2
Γ

3

2
=

3

4
𝜋

1

2
 



Gauss関数の積分

∞−׬

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 =

𝜋

𝛼

1

2
 𝛼 > 0  

0׬

∞
𝑑𝑥 𝑥exp −𝛼𝑥2 = −

1

2𝛼
0׬

∞
𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝛼
exp −𝛼𝑥2 = −

1

2𝛼
exp −𝛼∞2 − exp −𝛼02 =

1

2𝛼
 

0׬

∞
𝑑𝑥 𝑥2exp −𝛼𝑥2 = −

𝑑

𝑑𝛼
0׬

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 = −

𝑑

𝑑𝛼

1

2

𝜋

𝛼

1

2
=

1

4

𝜋1/2

𝛼3/2

Gauss積分 𝑰 = ∞−׬

∞
𝒅𝒙 𝐞𝐱𝐩 −𝜶𝒙𝟐 の導出: 

   𝐼2 = ∞−׬

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 ∞−׬

∞
𝑑𝑦 exp −𝛼𝑦2 ∞−׬

∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 exp −𝛼(𝑥2 + 𝑦2)

2次元極座標へ変換: 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2𝜋𝑟𝑑𝑟, 積分範囲 r = [0, ∞]

   𝐼2 = 0׬

∞
𝑑𝑟2𝜋𝑟 exp −𝛼𝑟2 = 2𝜋 ∙ −

1

2𝛼
exp −𝛼∞2 ー exp −𝛼02 =

𝜋

𝛼

 ※ 𝐼 =
𝜋

𝛼

1

2
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