[bookmark: 第1章-計算材料科学特論へようこそ]第1章 計算材料科学特論へようこそ
[bookmark: 本講義の目的と進め方]1.1 本講義の目的
本講義は、材料科学におけるコンピュータシミュレーションを正しく理解し、また自身で解析プログラムを開発するために必要となる数値解析の基礎について解説していきます。
本章ではまず、コンピュータシミュレーションの根幹をなす「コンピュータの基礎」、特にコンピュータがどのように数値を扱っているのかについて学びます。そして、それに伴い避けることのできない「計算誤差」がなぜ、どのように発生するのかを掘り下げていきます。これらの知識は、信頼性の高いシミュレーション結果を得るための第一歩となります。
[bookmark: 参考となる教科書]参考となる教科書
参考となる教科書をいくつか挙げておきます。「数値解析」や “Numerical Analysis” といったキーワードで探すと、良質な教科書が数多く見つかります。
· 入門者向け:
· Richard W. Hamming, “Introduction to Applied Numerical Analysis”
· Anthony Ralston and Philip Rabinowitz, “A First Course in Numerical Analysis”
· より実践的なプログラミングに関心がある場合:
· “Numerical Recipes” シリーズ: C, C++, Fortranなど、様々な言語に対応した数値計算アルゴリズムのレシピ集として非常に有名です。具体的な実装例と共に、アルゴリズムの勘所が解説されています。
[bookmark: プログラミング環境について]1.3 プログラミング環境について
本講義では、アルゴリズムの理解を助けるためにPython言語を用いたプログラム例を紹介します。プログラミングは必須ではありませんが、実際に手を動かして試してみることは、理解を深める上で非常に有効です。
· テキストエディタ: プログラムを作成する際には、Microsoft Wordのようなワードプロセッサではなく、「テキストエディタ」を使用します。特にこだわりがなければ、無償で利用でき、Windows, MacOS, Linuxのいずれでも動作する Microsoft Visual Studio Code を推奨します。これは単なるエディタに留まらず、プログラム開発を支援する多くの機能を備えた統合開発環境(IDE)です。
· Pythonの導入: Pythonの導入方法や、AIを活用したプログラミングのチュートリアルなどもウェブサイトで公開していますので、興味のある学生は挑戦してみてください。
· Pythonプログラミングを始める前に
· PythonとAIによるプログラミングチュートリアル

[bookmark: 第2章-コンピュータの基礎数の表現]第2章 コンピュータの基礎：数の表現
[bookmark: コンピュータと2進数]2.1 コンピュータと2進数
コンピュータの頭脳であるCPUや、情報を記憶するメモリは、無数の半導体素子から作られています。これらの素子は、基本的には「電圧が高い(ON)」か「電圧が低い(OFF)」の2つの状態しか区別できません。この2つの状態を、それぞれ数字の 1 と 0 に対応させることで、コンピュータはあらゆる情報を処理しています。
このように、0 と 1 の2つの数字だけで数を表現する方法を 2進法 (binary) と呼びます。コンピュータ内部で扱われる情報の最小単位は、この 0 または 1 であり、これを ビット (bit) と呼びます。
[bookmark: 基数n進法の考え方]2.2 基数（n進法）の考え方
私たちは普段、0 から 9 までの10個の数字を使って数を数える 10進法 (decimal) に慣れ親しんでいます。例えば、「1975」という数は、以下のように各桁の重み付けの和として表現できます。

この 10 のように、位取りの基準となる数を 基数 (base) と呼びます。
この考え方を一般化すると、基数を r とする r進法 で表現された数の10進数での値 N は、以下の式で定義されます。ここで、ai は 0 から r-1 までの整数です。

例えば、2進数で表現された (11011)2 という数を10進数に変換するには、基数 r=2 としてこの式に当てはめます。



したがって、2進数の 11011 は10進数の 27 に対応します。
[bookmark: 基数変換]2.3 基数変換
[bookmark: r進数から10進数への変換]2.3.1 r進数から10進数への変換
これは、前節で見た定義式  をそのまま計算することで行えます。各桁の値 a_i に、その桁の重み ri を掛けて、すべて足し合わせます。
[bookmark: 進数からr進数への変換]2.3.2 10進数からr進数への変換
逆の変換、つまり10進数で与えられた数 N10 をr進数に変換するには、少し手順が必要です。 まず、N10 をr進数で表現したときの定義式を再掲します。

この式は、次のように変形できます。

この式は、「N10 を r で割ると、余りが c0 になり、商が  となる」ことを意味しています。つまり、c0 は N10 を r で割った余りです。
次に、この商 N10(1) =  についても同様に、

と変形できます。したがって、c1 は商 N10(1) を r で割った余りとなります。 この操作を、商が0になるまで繰り返すことで、r進数の各桁の数字 c0, c1, c2, …が下の桁から順に求まります。
【例】10進数の302を8進数に変換する
· 302 ÷ 8 = 37 余り 6 ()
· 37 ÷ 8 = 4 余り 5 ()
· 4 ÷ 8 = 0 余り 4 ()
商が0になったので、ここで終了です。求まった余りを下から順に並べると 456 となります。よって、30210 = 4568 となります。
[bookmark: コンピュータでよく用いられる基数]2.4 コンピュータでよく用いられる基数
2進数はコンピュータにとって基本ですが、桁数が非常に多くなりがちで、人間には読みにくく、間違いやすいという欠点があります。例えば、10進数の 255 は2進数では 11111111 です。
そこで、人間がプログラムなどを扱う際には、2のべき乗を基数とする 8進法 (octal) や 16進法 (hexadecimal) がよく用いられます。
· 8進法 (基数8 = ): 0 から 7 までの8個の数字を使います。2進数の3桁が、8進数の1桁にちょうど対応します。 例: (101 110)2 = (56)8
· 16進法 (基数16 = ): 0 から 9 までの数字と、A から F までのアルファベットを使って数を表現します。2進数の4桁が、16進数の1桁にちょうど対応するため、現在のコンピュータで最も広く使われています。
· A=10, B=11, C=12, D=13, E=14, F=15
· 例: 2桁の16進数 FF は、15 × 161 + 15 × 160 = 240 + 15 = 255 となります。
· 2進数との対応: (1011 0101)2 = (B5)16
	10進数
	2進数
	8進数
	16進数

	0
	0000
	0
	0

	1
	0001
	1
	1

	7
	0111
	7
	7

	8
	1000
	10
	8

	9
	1001
	11
	9

	10
	1010
	12
	A

	15
	1111
	17
	F

	16
	10000
	20
	10


歴史的コラム：16進法の普及 16進法が広く使われるようになったのは、1960年代に登場したIBMの汎用コンピュータ「System/360」がきっかけとされています。このコンピュータは、8ビットを1バイトとしてデータを扱うアーキテクチャを標準化し、4ビット（ニブルと呼ばれます）を16進数の一桁で表現する手法が非常に都合が良かったため、プログラマの間で一気に普及しました。

[bookmark: 第3章-コンピュータにおけるデータ表現]第3章 コンピュータにおけるデータ表現
[bookmark: データ単位ビットとバイト]3.1 データ単位：ビットとバイト
コンピュータが扱うデータの基本単位は、前述の通り ビット (bit) ですが、実際のハードウェアやソフトウェアでは、8ビットをひとまとめにした バイト (Byte) を基本単位としてデータを処理することがほとんどです。
· 1 バイト (Byte) = 8 ビット (bit)
· 1バイトで表現できる情報の種類は  通りです。符号なしの整数であれば 0 から 255 までを表現できます。
データ量を表す際には、キロ(K), メガ(M), ギガ(G), テラ(T)といった接頭辞が使われますが、コンピュータの世界では歴史的な経緯から、10のべき乗ではなく2のべき乗で定義されるのが一般的です。
· 1 キロバイト (KB) =B = 1,024 B (≠ 1,000 B)
· 1 メガバイト (MB) =KB = 1,024 KB = 1,048,576 B
· 1 ギガバイト (GB) =MB = 1,024 MB
· 1 テラバイト (TB) =GB = 1,024 GB
近年では、1000ベースのSI接頭辞と区別するため、1024ベースの単位をキビバイト(KiB)、メビバイト(MiB)などと呼ぶこともありますが、慣習的にKB, MBが1024ベースの意味で使われることが多いのが現状です。
[bookmark: 数値の型整数型-integer]3.2 数値の型：整数型 (Integer)
コンピュータプログラムで数値を扱う際には、その数値の種類に応じて「型」を使い分けます。最も基本的な型が、小数点を含まない数値を扱う整数型 (Integer) です。
整数型は、何ビットのメモリ領域を使って数値を表現するかによって、扱える数の範囲が決まります。
· 16ビット整数:
· 符号無し (unsigned): 0 ～(65,535)
· 符号付き (signed): (-32,768) ～ (+32,767)
· 32ビット整数: 
· 符号無し (unsigned): 0 ～ (約42.9億)
· 符号付き (signed): (約-21.4億) ～ (約+21.4億)
· 64ビット整数:
· 符号無し (unsigned): 0 ～ (約)
· 符号付き (signed):  (約) ～ (約)
どのビット長の整数が基本となるかは、CPUのアーキテクチャ（32ビットCPU、64ビットCPUなど）に依存しますが、多くのプログラミング言語では short (16bit), long (32bit), long long (64bit) のように、ビット長を明示的に指定することも可能です。
[bookmark: 数値の型浮動小数点数型-floating-point]3.3 数値の型：浮動小数点数型 (Floating-point)
材料シミュレーションでは、物理量など小数点以下の値を持つ実数を扱うことが不可欠です。このような実数をコンピュータで扱うために用いられるのが 浮動小数点数型 (Floating-point) です。
浮動小数点数は、科学技術計算で用いられる指数表記と同様に、数を「符号」「仮数部」「指数部」の3つの部分に分けて表現します。

例えば、-0.00123 という数は、-1.23 × 10-3 と表現されます。この場合、符号が -、仮数部が 1.23、指数部が -3 となります。コンピュータ内部では、これを2進数で効率的に表現します。
現在、浮動小数点数の内部表現は IEEE 754 という国際標準規格で定められており、これにより異なるコンピュータ間でも計算結果の互換性が保たれています。
· 単精度 (Single precision, 32ビット):
· 符号: 1 bit, 指数部: 8 bit, 仮数部: 23 bit
· 10進数での有効桁数: 約7桁
· 表現可能な範囲: 約
· 倍精度 (Double precision, 64ビット):
· 符号: 1 bit, 指数部: 11 bit, 仮数部: 52 bit
· 10進数での有効桁数: 約16桁
· 表現可能な範囲: 約
現在の64ビットコンピュータでは、倍精度が標準的に用いられます。材料シミュレーションのように高い精度が要求される計算では、単精度では有効桁数が不足することがほとんどです。
[bookmark: シミュレーションで要求される精度]3.4 シミュレーションで要求される精度
材料シミュレーションでは、どの程度の精度が必要とされるのでしょうか？いくつかの例を見てみましょう。
· 量子計算におけるエネルギー: 水素原子の1s軌道のエネルギーは約 13.6 eV ですが、重い原子になるとそのエネルギーは数keV（キロ電子ボルト）以上に達します。一方で、磁性などの物性を決定づけるエネルギー差は、数meVという非常に小さな値です。つまり、meVからkeVまで、実に9桁以上にもわたるエネルギー範囲を正確に計算する必要があります。この時点で、有効桁数が約7桁しかない単精度浮動小数点数では不十分であることがわかります。
· 半導体シミュレーションにおけるボルツマン因子: 物理現象の温度依存性を記述する際に、ボルツマン因子 exp(-E / kBT) が現れます。ここで E はエネルギー、kB はボルツマン定数、T は絶対温度です。
· 結晶シリコンのバンドギャップ Eg は約 1.1 eV、室温(300 K)での熱エネルギー kBT は約 0.026 eV です。このときのボルツマン因子は exp(-1.1 / 0.026) ~ exp(-42) = 10-19 となります。
· これが酸化物半導体のようなワイドギャップ材料 (Eg = 4.0 eV) になると、室温で exp(-154) ~ 10-67 という極めて小さい値になります。
· さらに、極低温(3 K)での振る舞いを考えようとすると、因子は exp(-15400) = 10-5141 という天文学的な小ささになります。
倍精度浮動小数点数が表現できる最小の正の数は約 10-308 ですから、このような計算は通常の方法では実行できません。このような場合には、四倍精度 (Quadruple precision, 128ビット) や、ソフトウェア的にさらに多くの桁数を扱う多倍長計算といった特殊な技術が必要となります。

[bookmark: 第4章-計算における誤差]第4章 計算における誤差
コンピュータは正確無比な計算機だと思われがちですが、特に浮動小数点数を扱う際には、様々な要因で「誤差」が発生します。シミュレーションを行う者は、これらの誤差の存在を常に意識し、その影響を評価・制御しなければなりません。
[bookmark: 誤差の発生源]4.1 誤差の発生源
計算誤差は、主に以下の種類に大別されます。
1. 丸め誤差 (Rounding Error): 有限の桁数で数値を表現するために、下位の桁を四捨五入（または切り捨て）することによって生じる誤差。
1. 桁落ち (Loss of Significance): ほぼ等しい数値同士の引き算を行った際に、有効桁数が大幅に減少してしまう現象。
1. 情報落ち (Cancellation Error): 非常に大きい数と小さい数の足し算・引き算で、小さい方の情報が失われてしまう現象。
1. オーバーフロー／アンダーフロー: 変数の型が表現できる範囲を超えて、極端に大きい、または小さい数値になってしまうこと。
1. 打ち切り誤差 (Truncation Error): 無限級数（例：テイラー展開）を有限の項で打ち切って近似計算することによって生じる誤差。
1. 収束誤差 (Convergence Error): 反復計算を有限回で打ち切ることにより、真の収束値との間に残る誤差。
[bookmark: 浮動小数点数に起因する誤差丸め誤差]4.2 浮動小数点数に起因する誤差（丸め誤差）
誤差を理解する上で最も重要なのが、浮動小数点数そのものが持つ表現上の限界です。
10進数では「0.1」のように有限桁で表現できる数でも、2進数に変換すると無限小数になることがあります。

コンピュータは有限のビット数しか持たないため、この無限に続く数を途中で打ち切らざるを得ません。この時点で、本来の値との間に微小な丸め誤差が発生します。
この微小な誤差は、計算を繰り返すうちに蓄積し、無視できない大きさになることがあります。 例えば、「0.1を100回足す」という単純な計算を考えてみましょう。結果は当然10.0になるはずですが、コンピュータで実行すると、内部では誤差を含んだ 0.1 が足し続けられるため、結果は 9.99999999999998 のような値になってしまいます。
一方で、0.5 (=1/2) や 0.125 (=1/8) のように、1/2n の和で正確に表現できる数値は、2進数でも有限小数となるため、丸め誤差は発生しません。
[bookmark: プログラミング上の注意点1-浮動小数点数の比較]プログラミング上の注意点(1): 浮動小数点数の比較
この性質のため、浮動小数点数同士を == で厳密に比較するのは非常に危険です。
# 悪い例: 誤差により、この条件は偽(False)になる可能性が高い
if (0.1 * 3) == 0.3:
    print("等しい")
else:
    print("等しくない") # こちらが出力される
代わりに、2つの数値の差の絶対値が、許容できる微小な誤差 epsilon (イプシロン) より小さいかどうかで判断する必要があります。
# 良い例:
epsilon = 1.0e-10
if abs((0.1 * 3) - 0.3) < epsilon:
    print("ほぼ等しい") # こちらが出力される
[bookmark: プログラミング上の注意点2-浮動小数点数から整数への変換]プログラミング上の注意点(2): 浮動小数点数から整数への変換
浮動小数点数を整数に変換する際にも注意が必要です。「0.1を100回足した」結果 9.999... を単純に整数化 int(9.999...) すると、結果は 9 となり、期待する 10 とは異なります。
このような場合、微小量 epsilon を足してから整数化するというテクニックが有効です。
# 悪い例:
value = 9.99999999999998
n = int(value) # nは9になる

# 良い例:
epsilon = 1.0e-6
n = int(value + epsilon) # nは10になる
[bookmark: 桁落ち誤差]4.3 桁落ち誤差
桁落ちは、ほぼ等しい2つの数値の引き算を行ったときに発生する、深刻な誤差です。例えば、有効数字4桁で計算を行う場合を考えます。

このとき、 を計算してみましょう。

ここで有効数字4桁に丸めると、

となります。元の数値は4桁の有効数字を持っていましたが、計算結果の有効数字は 2 の1桁だけになってしまいました。上位の桁がごっそりキャンセルされ、相対的に丸め誤差の影響が大きくなってしまったのです。
【教訓】近い値を持つ大きな数同士の引き算は、可能な限り避けるべきである。
[bookmark: 情報落ち]4.4 情報落ち
情報落ちは、絶対値が大きく異なる2つの数の加減算で発生します。
例えば、有効数字4桁の計算で 1000 + 1.456 を計算すると、

これを有効数字4桁で表現すると 1001 となり、0.456 の部分の情報が完全に失われてしまいます。 微小な値を何度も足し合わせるような計算では、最初に小さい値同士を足し合わせてから、最後に大きい値を足すなど、計算の順序を工夫することで影響を軽減できる場合があります。
[bookmark: 情報埋没数値計算の落とし穴]4.5 情報埋没：数値計算の落とし穴
これまでに見た誤差が複合的に作用し、計算結果が全く信頼できなくなる現象として「情報埋没」があります。exp(-40) をテイラー展開で計算する例を見てみましょう。 exp(x) のテイラー展開は以下の式で与えられます。

この式に x = -40 を代入して計算を進めると、各項は + と - を激しく振動しながら、その絶対値は一時的に  を超えるほど巨大になります。

この計算過程では、巨大な正の数と、それに極めて近い値を持つ巨大な負の数が足し合わされることになります。これはまさに「桁落ち」が繰り返し発生する最悪の状況です。その結果、本来の有効数字はすべて失われ、計算を進めていくと、最終的には 5.88... のような、真の値 (~4.25 ×10-18) とは全くかけ離れた値に「収束」してしまいます。
このような場合、アルゴリズムそのものを見直す必要があります。例えば、exp(-40) を直接計算するのではなく、まず exp(40) を計算し、その逆数を取るという方法が考えられます。

exp(40) の計算では、テイラー展開のすべての項が正の値となるため、桁落ちは発生しません。この方法を使えば、はるかに正確な結果を得ることができます。
【教訓】数値計算においては、数学的に等価な式であっても、計算誤差の観点からは全く異なる結果をもたらすことがある。アルゴリズムの選択は極めて重要である。
