[bookmark: 統計力学-c-講義資料熱力学の復習]統計力学 (C) 講義資料：熱力学の復習
[bookmark: はじめに]はじめに
皆さん、こんにちは。本日から「統計力学C」の講義を担当いたします、神谷です。この講義では、熱力学の基礎を復習し、その知識を土台として統計力学の概念を深めていきます。全14回の講義と1回の筆記試験を予定しており、私、神谷が前半の7回を、後半の8回目から13回目までは伊澤先生が担当します。最終回は皆さんの質問に答える形で復習を行う予定です。
講義資料は、指定のアドレス（http://conf.msl.titech.ac.jp/Lecture/StatisticsC/index.html）からPDFファイルで毎週入手可能です。教科書は阿部龍蔵先生の『熱統計力学』（裳華房）をベースとしますが、配布資料で補足している部分も多いため、主にPDF資料を参照し、教科書を補助的に活用してください。
[bookmark: 評価について神谷担当分]評価について（神谷担当分）
評価は、毎回のレポート課題と期末試験で総合的に行います。 レポート課題は、T2SCALAを通じて提出していただきます。ファイル形式は、一般的なものであればどのような形式でも構いません（JPEGなどの画像ファイルも可）。他の学生と議論したり、ChatGPTのようなAIツールを利用して情報を収集したりすることも自由です。しかし、主な内容がコピーであったり、提出者が内容を十分に理解していないと判断した場合は、未提出として扱いますので、必ずご自身で内容を理解した上で提出してください。
期末試験の出題範囲は、基本的に教科書の内容ですが、Einsteinモデルと量子統計比熱、電子の磁化率といった応用も含まれます。基本的な考え方の理解を重視し、複雑な数式展開の暗記を求める問題は出題しません。公式を覚えていなくても解けるように、必要な（不定）積分などは問題中で与えます。ただし、以下の基本的な概念と数式は確実に理解しておく必要があります。
· 状態の数 
· スターリングの近似式
· ボルツマンの原理
· 統計分布関数（ボルツマン分布、フェルミ分布、ボーズ分布）の形とその使い方
特に、これら3つの統計分布関数については、どのような場合にどの分布関数を適用するか、それぞれの関数形がどのようなグラフになるかを確実に押さえてください。これらは統計力学を学ぶ上で最も基本的な要素であり、これらを理解していなければ、統計力学を学んだ意味がなくなると言っても過言ではありません。
[bookmark: 本日の課題]本日の課題
本日の講義終了時には、以下の課題を提出していただきます。
1. ルジャンドル変換と自由エネルギーの関係について、数行程度で説明してください。
· ルジャンドル変換（Legendre transformation）は、数学的な変換の一つで、ある関数とその導関数との関係を別の関数で表現するものです。熱力学では、特定の熱力学ポテンシャル（自由エネルギー）を別の熱力学ポテンシャルに変換する際に用いられます。今日の講義では直接触れませんでしたが、各自で調べてみてください。
1. 講義内容に関する質問があれば、自由に記載してください。
· 質問の有無は評価には影響しませんが、皆さんの理解度を把握し、今後の講義内容に反映させるために重要です。
提出期限は次回の講義の前日（木曜日の23:59:59）です。T2SCALAにアップロードしてください。
[bookmark: 統計力学を取り巻く最新の話題]1. 統計力学を取り巻く最新の話題
講義に入る前に、熱力学・統計力学に関連する最近の興味深い話題についていくつか触れておきましょう。
[bookmark: 自然界の基本定数の定義変更]1.1. 自然界の基本定数の定義変更
約6年前のニュースですが、2019年5月20日の話ですがには、質量（キログラム）、温度（ケルビン）、電流（アンペア）、物質量（モル）といった自然界の基本定数と新国際単位系(SI)の定義が大きく変更されました。例えば、かつて1キログラムは国際キログラム原器という物理的な物体によって定義されていましたが、これは時間とともに微細な変化を起こす可能性があり、現代物理学で要求される高精度な測定に対応できませんでした。
現在では、以下に示すように、普遍的な物理定数を基準とした定義に移行しています。
· 質量 (kg): プランク定数  を固定値として定義。
· 時間 (s): 基底状態で0 Kの133Cs原子の超微細構造の周波数を固定値として定義
· 長さ (m): 光が真空中を 1秒間に進む距離として定義。高速 cはすでに固定値として定義されていた
· 温度 (K): ボルツマン定数  を固定値として定義。水の三重点ではなく、ミクロな粒子の運動エネルギーと関連付けられるようになりました。
· 電流 (A): 電気素量  を固定値として定義。
· 物質量 (mol): アボガドロ定数  を固定値として定義。
これらの変更が必要になったのは、現在の理論物理学や測定に、場合によっては10桁を超える有効数字が必要になっているという事情があります。人工物による定義や、有効数字の限られた実測値に基づく定義では、必要な精度を保証できなくなっています。上記の普遍的な物理定数は固定値として定義されている、つまり、有効数字は無限であること、これらの変更により、定義そのものが未来永劫変化することがないということが重要です。のない、これにより、将来にわたって普遍的で高精度な物理量の比較が可能になりました。これは科学の世界において非常に大きな出来事です。
[bookmark: 量子力学からの熱力学第二法則の導出]1.2. 量子力学からの熱力学第二法則の導出
熱力学で学んだと思いますが、熱力学第二法則は、孤立系のエントロピーが常に増大するというもので、「時間の矢」とも呼ばれます。しかし、量子力学のシュレーディンガー方程式などは時間反転に対して対称であり、熱力学第二法則とどのように整合するのかは長年の課題でした。
近年、多体系の量子力学から熱力学第二法則、さらにはその一般化である「ゆらぎの定理」を導出することに成功しました研究が進んでいます。これは、マクロな現象である熱力学が、ミクロな量子力学の原理からどのように自然に導出される可能性を示すものです生まれるのかを理解する上で非常に重要な進展です。私はまだこの分野を完全に理解しているわけではありませんが、興味のある学生は関連する解説記事を読んでみることをお勧めします。
[bookmark: 統計力学と場の量子論の等価性]1.3. 統計力学と場の量子論の等価性
一見すると全く異なる分野に見える統計力学と場の量子論ですが、R.P.ファインマンの経路積分量子化やK.ウィルソンの繰り込み群といった概念を通じて、両者が深いレベルで関連している、あるいはある意味で等価であるという考え方が存在します。特に、離散的な時空上で定義された場の量子論は、形式的に統計力学と同等と見なすことができ、その仮想的な統計力学の相転移点が連続時空の場の量子論に対応するという見方ができます。このような異なる物理分野間の予期せぬ繋がりは、物理学の奥深さを示しており、皆さんが将来研究を進める上で、多様な視点を持つことの重要性を教えてくれます。
[bookmark: 熱力学の基礎とその限界]2. 熱力学の基礎とその限界
皆さんはすでにここでは、熱力学を学んでいると思いますが、改めてその特徴と、統計力学がどのような役割を果たすのかを確認まとめしましょう。
[bookmark: 巨視変数と微視変数]2.1. 巨視変数と微視変数
物質の状態を記述する際、私たちは主に二つのレベルの変数を使います。
· 巨視変数（マクロ変数）: 温度 、圧力 、体積 、物質量  など、物質全体としての平均的な性質を表す量です。これらは、物質を構成する個々の原子や電子の状態を考慮せずに測定できます。
· 微視変数（ミクロ変数）: 原子や電子の個々の位置、運動量、エネルギー準位など、物質を構成する要素の状態を詳細に記述する量です。通常、これらを直接観測することはできません困難です。
熱力学は、このうち微視変数を一切考慮せず、巨視変数と巨視関数間の関係を整理した学問です。
[bookmark: 熱力学の重要な結論と課題]2.2. 熱力学の重要な結論と課題
熱力学は、いくつかの重要な法則と概念を提示します。
· 熱力学の三法則:
1. 第一法則: エネルギー保存の法則
1. 第二法則: エントロピー増大の法則
1. 第三法則: 絶対零度でエントロピーがゼロになるという法則
· 自由エネルギー: 第二法則から導かれる概念で、定温・定圧などの特定の条件下での系の自発的変化の方向や最大仕事量を決定します。例えば、
· 内部エネルギー : 定積・断熱（等エネルギー）条件で用いられます。
· エンタルピー : 定圧・断熱条件で用いられます。
· ヘルムホルツエネルギー : 定積・定温条件で用いられます。
· ギブスエネルギー : 定圧・定温条件で用いられます。
· グランドポテンシャル : 定温・定圧・化学ポテンシャル一定（粒子数可変）条件で用いられます。
これらの自由エネルギーが分かれば、原理的には物質の物性値をすべて計算できます。しかし、熱力学には「現実の物質の自由エネルギーを計算する方法が与えられていない」という最大の問題点があります。つまり、熱力学は巨視変数間の関係を記述する枠組みを提供するものの、その中に代入すべき具体的な値（例えば、特定の物質の自由エネルギーの値）は教えてくれません。
[bookmark: なぜ熱力学は分かりにくいと感じるのか]2.3. なぜ熱力学は分かりにくいと感じるのか
多くの学生が熱力学を難解に感じる原因として、以下の点が挙げられます。
· 抽象的な概念: エントロピー  や自由エネルギー  など、直感直観的に理解しにくい抽象的な物理量が登場します。
· 平衡状態と非平衡状態の区別: 平衡状態を前提としていますが、現実には非平衡状態も多く、その区別や扱いの曖昧さを感じることがあります。
· 偏微分の多用: 状態量の関係を数学的に記述するために多くの偏微分方程式が登場し、数学的な扱いの複雑さが伴います。
· 計算の限界: 物質の物性値の表が与えられなければ何も計算できない、という先述の限界があります。
[bookmark: 統計力学の役割]2.4. 統計力学の役割
統計力学は、熱力学のこれらの課題を補完し、ミクロな視点からマクロな現象を理解しようとする学問です。
1. 自由エネルギーの微視的表現: 統計力学では、内部エネルギー 、エンタルピー 、ヘルムホルツエネルギー 、ギブスエネルギー  といった自由エネルギーを、原子や分子、電子といった微視的な粒子の状態に基づいて計算する方法を提供します。これにより最近広まりつつある、第一原理量子計算のようと組み合わせることでに、物質の結晶構造などを入力するだけで、コンピューター上で物性値を予測することが可能になります。
1. 巨視変数と微視変数の架け橋: 例えば、原子の運動エネルギーの総和から温度を計算したり、原子の配置からエントロピーを計算したり（ボルツマンの原理 ）、といった形で、微視変数を巨視変数に変換する手法を与えます。これにより、自由エネルギーと巨視変数との関係が統計力学から導かれ、熱力学との完全な対応が可能となります。
このように、統計力学は熱力学が教えてくれなかった「個々の物質が持つ熱力学的量の計算方法」を提供し、両者が合わさることで、私たちは材料の設計や物性予測に役立つ強力なツールを手に入れることができます。
しかし、統計力学にも課題があります。例えば、1モルの物質にはアボガドロ定数  個もの粒子が含まれています。これらの全ての粒子の運動方程式（ニュートン方程式やシュレーディンガー方程式）を正確に解くことは、原理的には不可能ではありませんが、現実問題として膨大な連立方程式を解くことはできません。そのため、「統計的取り扱い」が不可欠となります。また、そもそも温度  や圧力  といった巨視変数が、ミクロな視点からどのように定義され、計算されるのか、という根本的な問題にも立ち返って考える必要があります。
[bookmark: 熱力学第一法則の復習]3. 熱力学第一法則の復習
ここからは、統計力学を理解し、その式を導出するために必要な熱力学の基礎を復習していきます。
[bookmark: 熱力学の特徴と公理]3.1. 熱力学の特徴と公理
熱力学は、その三法則を公理として、数学的に完全に閉じた理論体系を構築しています。アインシュタインは熱力学について次のように述べています。
“The laws of thermodynamics are the only physical laws of nature that I am convinced will hold forever, even if the theory changes.” 「熱力学の法則は、他の全ての理論が『変わる』場合でも、不変であることが確実である唯一の物理的法則である。」
これは、相対性理論や量子力学といった他の物理理論が、新たな発見によって修正や拡張を受ける可能性があるのに対し、熱力学の法則は、その公理が破られない限り、数学的に絶対的な正しさを持つことを意味しています。
[bookmark: 熱力学の三法則]3.2. 熱力学の三法則
熱力学の基本的な公理は以下の三つ（実際には第零法則を含めて四つ）です。
· 熱力学第零法則: 二つの系A, Bがそれぞれ第三の系Cと熱平衡にあれば、AとBも熱平衡にある。
· これは「温度」という概念の存在を保証する法則であり、温度計が機能する根拠となります。すなわち、
· 熱力学第一法則: エネルギー保存の法則
· 孤立系において、全エネルギー（内部エネルギー）は一定に保たれます。系が外部と熱  や仕事  をやり取りする場合、系の内部エネルギー変化  はこれらと等しくなります。
· 熱力学第二法則: エントロピー増大の法則
· 孤立系において自発変化が起こると、系のエントロピーは増大するか、変化しないかのいずれかです。つまり、 となります。これは熱の移動方向や自発的変化の方向を定める重要な法則です。
· 熱力学第三法則: エントロピーの原点
· 絶対零度（0 K）に近づくと、系の絶対エントロピーもゼロに近づきます。これは完全結晶状態（基底状態が縮退していない場合）の物質において特に顕著です。この法則は他の二つと比較して、その妥当性について議論されることもありますが、低温度物理学においては重要な意味を持ちます。
実は、明示的に説明されることは多くありませんが、暗黙のうちに次の第零法則が仮定されています。
· 熱力学第零法則: 二つの系A, Bがそれぞれ第三の系Cと熱平衡にあれば、AとBも熱平衡にある。
· これは「温度」という概念の存在を保証する法則であり、温度計が機能する根拠となります。すなわち、


[bookmark: 熱力学の問題解決アプローチ]3.3. 熱力学の問題解決アプローチ
上述の通り、熱力学は数学的に閉じた体系です。また、平衡状態では、状態関数はいい地位に決まります。つまり、状態間をどのように変化してきたかという過程には依存しません。そのため、熱力学の問題を解く際には、以下の基本的な考え方を適用します。により、（解くことができる）問題は解くことができます。
· 平衡状態の記述: 熱力学は基本的に「平衡状態」を扱います。平衡状態では、系の状態は始状態と終状態の状態変数のみによって一意的に決まり、変化の過程には依存しません。
· 三法則の適用: 特に第一法則と第二法則を常に意識して用います。基本的に、第三法則はエントロピーの原点により、解が正しいかどうかを確認することに用います。
· 熱力学変数の把握: 系の状態を表す熱力学変数（温度 、圧力 、体積 、物質量  など）を正確に把握します。これらの変数を変換する際には、偏微分方程式や、状態方程式やルジャンドル変換を利用します。
· 状態方程式の利用: 物質固有の状態方程式（例：理想気体の ）を用いて、状態変数間の関係を確立します。
· エントロピー変化の考慮:
· 平衡（可逆）過程では、孤立系全体のエントロピー変化  となります。
· 非平衡（不可逆）過程では、 となります。
· 適切な熱力学関数の選択: 状態変化の条件（定積、定温、定圧、断熱など）に応じて、内部エネルギー 、エンタルピー 、ヘルムホルツエネルギー 、ギブスエネルギー  など、適切な自由エネルギーを選択することで、問題を簡潔に解くことができます。
· 熱力学的関係: 熱力学変数、状態変数の間には、偏微分を通しての関係式があり、相互に変換できます・。
[bookmark: 温度と熱]3.4. 温度と熱
温度  は、物体の熱的な状態を指定する物理量です。
[bookmark: 温度の歴史的定義]3.4.1. 温度の歴史的定義
· 感覚的定義: 温度の概念は、もともと「寒い」「暑い」といった人間の感覚を定量的に表すものとして導入されました。
· 経験的定義:
· セルシウス（摂氏）温度: 水の凝固点を0℃、沸点を100℃とし、その間を100等分して目盛を振ったものです。これは科学的な測定に広く用いられます。
· ファーレンハイト（華氏）温度: ファーレンハイトは、彼が得られた最低温度（塩と氷の混合物）を0°F、人間の体温を100°F（諸説あり）として目盛を振ったとされています。
摂氏との換算式は  です。
· 温度計の歴史:
· 初期の温度計は、ガリレオ・ガリレイが空気の熱膨張を利用したものとされています。しかし、空気の熱膨張は圧力に依存し不安定でした。
· オーレ・レーマーは、赤ワインの熱膨張を利用し、水の沸点を60度、融点を7.5度とする目盛付き温度計を作製しました。
· 水銀温度計は、液体金属である水銀の安定した熱膨張を利用していましたが、水銀の毒性から、現在は電子温度計が主流となっています。
これらの経験的な温度計は、二つの基準点（定点）を設定し、その間を何らかの物質の熱膨張を利用して等分することで目盛が振られました。しかし、定点の取り方や使用する物質の種類によって温度の目盛がずれ、物理的な普遍性に欠けるという問題がありました。
[bookmark: 絶対温度の導入]3.4.2. 絶対温度の導入
この問題を解決したのが、ボイル＝シャルルの法則に出てくるシャルルの法則です。シャルルは、気体の体積を一定に保ちながら温度を変えると、圧力が温度に比例して変化すること、あるいは圧力を一定に保ちながら温度を変えると、体積が温度に比例して変化することを実験的に発見しました。この関係をグラフにプロットして温度軸を外挿していくと、体積がゼロになる点が約-273.15℃となることを発見しました。
この-273.15℃を温度の絶対零度とし、この点から始まる新たな温度スケールを絶対温度（ケルビン温度）と呼びます。

絶対温度は、マイナスの値を取ることが原理物理的にありえないため、温度には下限があるという物理的な認識をもたらしました。これは、物質を構成する粒子の運動エネルギーがゼロになる極限と対応します。
[bookmark: 熱と熱量]3.4.3. 熱と熱量
経験的に、熱とは、温度差によって高温の物体とから低温の物体を接触させると、高温の物体の温度が下がり、低温の物体の温度が上がることが知られていました。この際、高温の物体から低温の物体に「熱」が移動すると考えます。後にジュールの実験により、「熱」はへと移動するエネルギーの一形態であることが明らかになりましたです。
· 熱の移動方向: 高温の物体Aと低温の物体Bを接触させると、熱はAからBへ移動し、Aは冷え、Bは温まります。この「熱は高温から低温にしか移動しない」という経験則は、熱力学第二法則の根拠となります。
· 熱量: 熱を量的に表したものが熱量です。かつては1gの水の温度を1℃（または1K）上げるのに必要な熱量として「カロリー（cal）」が定義されました。現在は、エネルギーの単位である「ジュール（J）」を使用することが推奨されており、 の換算関係があります。
[bookmark: エネルギー保存則]3.5. エネルギー保存則
エネルギー保存則は、物理学における最も基本的な法則の一つです。
[bookmark: 力学的エネルギー保存則]3.5.1. 力学的エネルギー保存則
ニュートンの運動方程式  を積分することで、運動エネルギー  と位置エネルギー  の和である力学的エネルギー  が一定に保たれることが導かれます。

両辺に  を掛けて積分すると、

ここで、もし  と書けるような保存力であれば、 は位置エネルギーとなり、

と、力学的エネルギー保存則が得られます。
[bookmark: 熱と仕事の等価性熱力学的エネルギー保存則への拡張]3.5.2. 熱と仕事の等価性：熱力学的エネルギー保存則への拡張
産業革命期に蒸気機関が開発される中で、熱と仕事の変換に関心が集まりました。カルノー、マイヤーなどによる研究を通して、ジェームズ・ジュールによる有名な実験（ジュールの実験）では、重りの落下による仕事が水を攪拌することで水の温度上昇（熱量）に変換されることを示しました。この実験により、仕事と熱量の間には一定の比例定数（熱の仕事当量 ）が存在することが明らかになりました。

仕事と熱量が比例関係にあるというこの発見は、熱ももまたエネルギーの一形態であり、力学的エネルギーと同様に保存されるべき量であることを示しました。これにより、力学的エネルギーだけでなく、熱エネルギーも含めた形でのエネルギー保存則が確立されました。
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コラム：エネルギー保存則はさらに拡張されています。水に入れた電線に電流を流すと、電力は比例定数を用いて熱量に変換されることから、電気エネルギーを加えたエネルギーの総和は保存することが分かりました。さらにMaxwellの方程式からは、電磁気エネルギーを加えたエネルギーの総和は保存することがわかります。Einsteinの光電効果の理論・光量子仮説からは、光子エネルギー ℎ𝜈 を加えたエネルギーの総和は保存するとなりました。特殊相対性理論では、質量もエネルギーで等価であることから、質量エネルギー mc2 を加えたエネルギーの総和は保存するとなりました。さらに、解析力学のネーターの定理により、系の対称性がある場合には、それに対応する保存則があることが示されています。たとえば
· 時間に関する並進対称性	: エネルギー保存則
· 空間に関する並進対称性	: 運動量保存則
· 回転に関する対称性　　　	: 角運動量保存則
· 波動関数の位相に関する対称性	: 粒子数 (|ψ|2) 保存則
· ゲージ対称性　　　　　　　　　	: 電荷保存則
Einsteinの一般相対論以降、現代物理学は実験よりも理論が先行するようになりました。この場合にはまず、実験結果等から要請される対称性をもつラグランジアンを作り、それによって構築される物理理論が実験結果を説明できるかどうかを検証する流れになっています。つまり、保存則は、未知の物理理論を構築するための重要なてがかりとなっているのです。
[bookmark: 熱力学第一法則の定義]3.6. 熱力学第一法則の定義
熱力学第一法則は、この拡張されたエネルギー保存則を熱力学の言葉で表現したものです。
系と内部エネルギー: 熱力学では、私たちが着目する対象（物質など）を系（System）と呼びます。系は外部と熱量  や仕事  をやり取りすることができます。系はまた、内部エネルギー  と呼ばれるエネルギーを蓄えることができます。内部エネルギーは、系を構成する原子、分子、電子が持つ運動エネルギーやポテンシャルエネルギーの総和に相当しますが、熱力学の枠組みではその具体的な「中身」を知る必要はありません。
熱力学第一法則の式: ある系が状態Aから状態Bに変化したとき、内部エネルギーの変化量  は、系が外部から受け取った仕事  と熱量  の和に等しいと定義されます。

ここで、符号の慣例は以下の通りです。
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 * : 外部が系に対して仕事をする（系がエネルギーを受け取る） 
* : 系が外部に対して仕事をする（系がエネルギーを放出する） * : 外部から系に熱が流入する 
* : 系から外部に熱が流出する
特に、体積変化に伴う仕事は、外部からの圧力  に対して系が体積を  だけ変化させた場合、

と表されます。ここで、体積が減少する（）ときに仕事がプラス（）になるようにマイナス符号が付きます。したがって、熱力学第一法則はしばしば次のように書かれます。

この式は、熱力学の問題を解く上で非常に頻繁に用いられる基本的な関係式です。
[bookmark: 状態量と状態方程式]4. 状態量と状態方程式
[bookmark: 状態変数と状態量]4.1. 状態変数と状態量
· 状態変数: 系の熱力学的な状態を一意的に決定するために必要な巨視的な物理量です。外場（電場、磁場など）を考慮しない場合、以下の4種類が基本的な状態変数となります。
· 物質量 
· 温度 
· 圧力 
· 体積  
経験的に、これら4種類の状態変数のうち、独立に変化させられるのは3種類だけであることが知られています。
· 状態量（状態関数）: 系の状態を表す物理量で、状態変数が与えられれば一意的に決まる量です。状態量の値は、系がその状態に至るまでの履歴（変化の経路）には依存しません。
· 例: 内部エネルギー 、エントロピー 、ヘルムホルツエネルギー 、ギブスエネルギー  など。
· 対照的に、熱量  や仕事  は、状態変化の経路に依存するため、状態量ではありません。
[bookmark: 状態方程式]4.2. 状態方程式
4種類の状態変数のうち3種類しか独立ではないということは、残りの1種類は他の3種類によって決まるという制約が存在することを示します。この制約を与える関係式が状態方程式です。

状態方程式は物質の種類によって異なり、その物質の個性や性質を反映します。
[bookmark: 理想気体の状態方程式]4.2.1. 理想気体の状態方程式
理想気体（Ideal Gas）は、熱力学や統計力学でよく用いられる仮想的な気体モデルです。その特徴は以下の通りです。
· 原子・分子間に相互作用がない: 粒子同士の間に引力や斥力が働かず、衝突も考慮しません。
· 原子・分子の体積をがゼロと仮定: 粒子自身の体積は無視できるほど小さいと仮定します。
· 内部エネルギー  は温度  のみの関数: 上記の仮定により、粒子間のポテンシャルエネルギーが存在しないため、内部エネルギーは粒子の運動エネルギー（温度に依存）のみに由来します。
理想気体の状態方程式は、ボイルの法則（定温で 一定）とシャルルの法則（定圧で 一定）を組み合わせたボイル＝シャルルの法則から導かれ、以下の形で表されます。

ここで、n は物質量（モル数）、 は気体定数（ または ）です。
[bookmark: 実在気体の状態方程式ファンデルワールス方程式]4.2.2. 実在気体の状態方程式：ファンデルワールス方程式
現実の気体は理想気体のような単純な性質を持ちません。特に、
· 原子・分子には有限の大きさがあり、体積はゼロにはなりません。
· 原子・分子間には引力（分子間力）が働き、物質は安定に存在します。
これらの理想気体とのずれを修正した最も有名な状態方程式が、ファンデルワールス（Van der Waals）方程式です。

この式に含まれるファンデルワールス定数  と  には、以下の物理的意味があります。
· : 排除体積効果を表します。粒子自身の体積があるため、粒子が自由に動き回れる体積は  ではなく  となり、体積  が排除されます。
· : 分子間引力の効果を表します。分子間に引力が働くため、壁に衝突する粒子の運動量が減少し、実効的な圧力は理想気体よりも小さくなります。そのため、圧力  に  の項が加算されます（実際の圧力は理想気体より小さいので、理想気体の圧力からこの項を引いたものになる）。
 かつ  の場合、ファンデルワールス方程式は理想気体の状態方程式に一致します。ファンデルワールス方程式は、気体から液体への相転移、および臨界点の存在を定性的に説明できるという点で非常に重要です。下図には、CO2での計算例を示します。
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 　また、下表にはいくつかの気体の定数を示します。



[bookmark: 示量変数と示強変数および共役な物理量]4.3. 示量変数と示強変数、および共役な物理量
物理量には、その性質によって示量変数と示強変数に分けられます。
· 示量変数（示量性量、Extensive variable）: 同じ状態の物体を二つ合体させたときに値が二倍になる量です。
· 例: 体積 、エントロピー 、物質量 、内部エネルギー 、エンタルピー 、ヘルムホルツエネルギー 、ギブスエネルギー  など。
· 示強変数（示強性量、Intensive variable）: 同じ状態の物体を二つ合体させても値が変わらない量です。
· 例: 温度 、圧力 、化学ポテンシャル  など。
エネルギーは、「示量変数 示量変数と示強変数は、共役な物理量（Conjugate variables）と呼ばれる対の関係を持つものがあります。であらわせる項があります。同じ項に現れる
· 体積  と圧力 
· エントロピー  と温度 
· 物質量  と化学ポテンシャル 
例えば、エネルギーの次元を持つ項は （仕事）、（熱）、（粒子数の変化に伴うエネルギー）といった形で表され、それぞれ示強変数と示量変数の積になっています。この関係は、自由エネルギーを構成する際に重要になります。
[bookmark: 熱力学的平衡と変化の過程]5. 熱力学的平衡と変化の過程
[bookmark: 熱力学的平衡の三条件]5.1. 熱力学的平衡の三条件
二つの系AとBが熱力学的に平衡にあるとは、以下の三つの条件が同時に満たされている状態を指します。
1. 熱的平衡: 系Aと系Bの温度が同じであること。: 
1. 
1. 力学的平衡: 系Aと系Bの圧力が同じであること。: 
1. 
1. 化学的平衡: 系Aと系Bのを構成する物質の化学ポテンシャルが同じであること。: 
1. 
これらの条件が満たされたとき、系全体としてマクロな変化は起こりません。したがって、問題文で「系Aと系Bが平衡にある」と記述されている場合、これらの条件式を直ちに適用して問題を解き始めることができます。
[bookmark: 準静的過程-quasi-static-process]5.2. 準静的過程 (Quasi-static Process)
熱力学は基本的に平衡状態を扱いますが、平衡状態のままだと、異なる状態の議論ができません。実際の現象では系は常に変化しています。そこで、熱力学では変化する状態を扱うために準静的過程という概念を導入します。
準静的過程とは、系が熱力学的平衡の状態を保ったまま、ある状態から別の状態へと無限にゆっくりと変化する仮想的な過程です。
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微笑変化に伴う仕事　  

· この過程では、常に系内の温度と外部の温度が等しく（）、系内の圧力と外部の圧力が等しい（）状態が保たれます。
· 現実には無限にゆっくりとした変化により有限の変化を実現することはできません。はありえません。したがって、準静的過程はあくまで「思考実験」として導入される概念であり、系の変化を熱力学的法則で記述するための有効な枠組みを提供します。
· 系が準静的過程で微小変化した場合、内部エネルギーの変化  は、微小仕事  と微小熱量  を用いて、熱力学第一法則として次のように書けます。
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ここで、 は状態量である内部エネルギーの全微分を表し、始状態と終状態が決まればその変化量が一意的に定まります。一方、 や  は経路に依存するため、数学的な全微分として表すことはできません。そのため、微小量を表す記号として  ではなく  が用いられます。
[bookmark: X192650dc5343cabb34b5e543fafc6a0ca359f9b]5.3. 可逆過程 (Reversible Process) と不可逆過程 (Irreversible Process)
変化の過程は、その性質によって可逆過程と不可逆過程に分けられます。
· 可逆過程: 系の状態がある状態から別の状態に変化した後、系と外部の両方に何ら変化を残すことなく、元の状態に戻すことができる過程です。
· これは、無限にゆっくりと進行する準静的過程であり、かつエネルギー散逸（摩擦など）がない場合に実現可能な仮想的な過程です。
· 可逆過程では、系のエントロピー変化と外部のエントロピー変化の合計がゼロになります（）。
· 例: 摩擦のない単振動、準静的な水の蒸発、カルノーサイクル。
· 不可逆過程: 系が変化した後、系と外部を元の状態に戻すことができない過程、あるいは元に戻す際に必ず外部に何らかの変化を残してしまう過程です。
· 私たちの身の回りにあるほとんどの自然現象は不可逆過程です。
· 不可逆過程では、孤立系全体のエントロピーが必ず増大します（）。
· 例: 水中のインクの拡散、熱伝導（高温から低温への熱移動）、摩擦による熱の発生、ジュール熱が発生する電流回路。
直観直感的に、可逆過程とは、その現象を動画で撮影し、逆再生しても不自然に見えない現象である、と考えることができます。例えば、ボールを摩擦のない斜面で転がす場合、逆再生しても不自然ではありません。しかし、水にインクを垂らして拡散する現象を逆再生すると、インクが一点に集まって元の水滴に戻る、というような不自然な現象となり、これは不可逆過程であることが分かります。
熱力学的には、系の状態が1から2に変化し、その後1に戻ったときに、系だけでなく外部の状態も完全に元に戻る変化が可逆過程であり、外部の状態に何らかの変化が残るのが不可逆過程である、と定義できます。
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[bookmark: 熱力学第二法則とエントロピー]6. 熱力学第二法則とエントロピー
[bookmark: 熱力学第二法則の必要性]6.1. 熱力学第二法則の必要性
熱力学第一法則はエネルギー保存則を記述しますが、「熱は高温から低温にしか移動しない」といった熱伝導の不可逆性や、「熱エネルギーを100%力学的仕事に変換することはできない」といった経験的事実を説明することができません。この問題を解決するために、熱力学第二法則が導入されました。
熱力学第二法則は、クラウジウスとトムソン（ケルビン）によってそれぞれ異なる形で定式化されました。
· クラウジウスの原理: 「熱は低温部から高温部へ自発的には移動しない。」
· 冷蔵庫のように低温部から高温部へ熱を移動させることは可能ですが、これは外部からの仕事（電力）が必要であり、「自発的には」起こりません。
· トムソンの原理（ケルビンの原理）: 「熱源から熱を受け取り、それと等量の仕事を外部にするだけで、他に何の変化も残さない機関（第二種永久機関）を作ることは不可能である。」
· これは、熱エネルギーのすべてを力学的仕事に変換することはできない、ということを意味します。常に一部の熱は低温の熱源に排出されます。
これらの原理は、経験的事実に基づいており、物理的・数学的な根拠があるわけではありませんが、これらを公理として認めないと、熱に関するさまざまな現象を説明できないことが分かっています。これらの原理は、エネルギー保存則以外に、熱の移動や変換を支配する未知の法則、すなわち「熱力学第二法則」が存在することを示唆しました。
[bookmark: エントロピーの導入と導出]6.2. エントロピーの導入と導出
熱力学第二法則を数式として表現するために導入された状態関数のがエントロピー  です。エントロピーは、熱の移動方向を支配する状態量であり、その関数形はどのように決定されたのでしょうか。
エントロピーの概念は、主にカルノーサイクルという理想的な可逆熱機関の効率に関する考察から導かれました。カルノーサイクルは、高温熱源と低温熱源の間で熱と仕事のやり取りを行う理想的なサイクルであり、その効率  は、高温熱源の温度  と低温熱源の温度  のみによって決まります。

ここで  は高温熱源から吸収する熱量（）、 は低温熱源に排出する熱量（）です。 カルノーサイクルにおける効率は、以下の関係で表されることが示されます。

この二つの式を比較することで、可逆サイクルにおいては以下の関係が導かれます（クラウジウスの等式）。

さらに、不可逆サイクルを考慮すると、効率がカルノーサイクルの効率よりも必ず低くなることから、クラウジウスの不等式が導かれます。

このクラウジウスの不等式は、任意のサイクルで微小な熱量  が温度  でやり取りされる場合、以下のようになることを示唆します。

ここで、積分の経路が可逆であれば等号が成立し、不可逆であれば不等号が成立します。このことから、熱量  を温度  で割った量  が、状態量であるエントロピー  の微小変化  に対応すると考えられました。

ここで  は可逆過程でやり取りされる微小熱量です。このエントロピーの定義を用いると、クラウジウスの不等式は以下のように一般化されます。

コラム：物理学者・ノーベル賞受賞者である朝永振一郎先生も、著書『物理学とは何だろうか』の中で、エントロピーの定義における分母の「温度T」が絶対温度であることの必然性について、カルノーサイクルの効率から導かれることを詳しく解説しています。エントロピーの関数形は形式的には多様な選択肢があったはずですが、絶対温度を用いることで、これほど簡潔で普遍的な法則が導かれるというのは、絶対温度に物理的な普遍性があることを反映しているようにも思えます。

[bookmark: エントロピー増大の法則-entropy-increase-law]6.3. エントロピー増大の法則 (Entropy Increase Law)
孤立系（外部と熱や仕事のやり取りがない系）において、 となるため、上記の式から以下のエントロピー増大の法則が導かれます。

· 可逆過程:  (エントロピーは変化しない)
· 不可逆過程:  (エントロピーは増大する)
この法則は、私たちが興味を持っている系とその外部（熱浴など）を合わせた「全宇宙 (universe)」を一つの孤立系と見なせば、全宇宙のエントロピーは常に増大するか、あるいは一定に保たれる（変化が可逆な場合）ことを意味します。これが「時間の矢」と呼ばれるゆえんです。
物理学者・ノーベル賞受賞者である朝永振一郎先生も、著書『物理学とは何だろうか』の中で、エントロピーの定義における分母の「温度T」が絶対温度であることの必然性について、カルノーサイクルの効率から導かれることを詳しく解説しています。エントロピーの関数形は形式的には多様な選択肢があったはずですが、たまたま絶対温度を用いることで、これほど簡潔で普遍的な法則が導かれるというのは、まさに物理学の奇跡と呼べるでしょう。
[bookmark: 自由エネルギーの定義と平衡条件]6.4. 自由エネルギーの定義と平衡条件
エントロピー増大の法則は、全宇宙のエントロピーは必ず増大するか変化量がゼロであるという制約を課します。系が外部に対して行える仕事の最大値に制約を課します。熱力学第一法則だけを考えれば、系の内部エネルギー  の減少量がそのまま外部への最大仕事量になると考えられます。しかし、エントロピー増大の法則により、その全てが仕事に変換できるわけではありません。ところが、私たちは全宇宙のエントロピーを知ることとはできません。そこで、熱力学第二法則を、系の変数だけでわかる形に書き換えます。仕事として自由に利用できるエネルギーに着目して定義されたのが自由エネルギーです。
系が外部から温度  の熱量  を受け取ると、外部のエントロピーは  だけ変化します。孤立系全体のエントロピー変化は  です。これを書き換えると、

ここで、熱力学第一法則  を代入すると、

この式は、系の変数だけであらわされており、系系が外部に行える仕事（）は、 の変化量よりも小さいか等しい、すなわち最大仕事量は  の変化量であることを示唆意味しています。
この関係を基に、さまざまな条件下での平衡や変化の方向を記述する「自由エネルギー」が定義されます。
[bookmark: ヘルムホルツエネルギー-f-定積定温条件]6.4.1. ヘルムホルツエネルギー  (定積・定温条件)
定積・定温（体積と温度が一定）条件下で定義される自由エネルギーです。

定温過程において、系が外部に行える最大の仕事量（）は、ヘルムホルツエネルギーの減少量に等しくなります。

平衡条件は、定積・定温条件下で  が極小値（最小値）となる点です。すなわち、 の方向が自発的な変化の方向であり、平衡状態では  となります。
[bookmark: ギブスエネルギー-g-定圧定温条件]6.4.2. ギブスエネルギー  (定圧・定温条件)
定圧・定温（圧力と温度が一定）条件下では、体積膨張以外の仕事を W とすると
　
となります。: エンタルピー を定義すると、	
　
となり、熱浴 (外系) のエントロピー変化を
　
とすると、全宇宙のエントロピー変化 と系のは
　
　
　　　　

: ギブスエネルギー
となります。これが定圧・定温条件で使われる自由エネルギー、擬武士エネルギーです。定義される自由エネルギーです。化学反応など、系が外部と仕事のやり取りをする場合によく用いられます。

ここで  はエンタルピーです。定圧・定温過程において、系が外部に行える仕事のうち、膨張仕事を除く最大の仕事量（非膨張仕事 ）は、ギブスエネルギーの減少量に等しくなります。

平衡条件は、定圧・定温条件下で  が極小値（最小値）となる点です。すなわち、 の方向が自発的な変化の方向であり、平衡状態では  となります。
[bookmark: 化学ポテンシャル-mu]7. 化学ポテンシャル 
これまでは、系の粒子数が一定であるという前提で話を進めてきました。しかし、化学反応のように粒子数の変化を伴う系や、複数の系間で粒子が行き来するような開いた系を考える場合、新たに化学ポテンシャル  という概念が重要になります。
粒子数  が変化する系を考慮すると、内部エネルギー  の全微分は、体積  とエントロピー 、そして粒子数  の関数として次のように表されます。

ここで  は、種類  の粒子に対する化学ポテンシャルです。化学ポテンシャルは、温度 、圧力 、粒子数  を一定に保ちながら、ある種類の粒子を一つ加えたときの自由エネルギーの変化量と考えることができます。例えば、ギブスエネルギー  を用いると、

化学ポテンシャルは、系間の粒子移動に関する平衡条件を定めます。二つの系が接触し、粒子が移動できる場合、平衡状態では両系の化学ポテンシャルが等しくなるという条件（）が満たされます。これは、熱的平衡（）や力学的平衡（）と並んで、熱力学的平衡の第三の条件を構成します。
特に、量子統計力学では、電子の化学ポテンシャルとしてフェルミエネルギー（フェルミ準位）が頻繁に登場します。この概念は、半導体のドーピングや金属中の電子の挙動を理解する上で非常に重要となります。
[bookmark: まとめ熱力学の重要概念]8. まとめ：熱力学の重要概念
本日の講義では、統計力学の導入に必要な熱力学の基本的な概念を復習しました。これらは、今後の講義で統計力学の原理を理解し、応用問題を解く上で不可欠な知識となります。
· 状態変数:  の4種類があり、このうち3種類が独立です。これらを結びつけるのが状態方程式です。
· 状態量: 系の状態のみで決まる物理量（ など）。経路に依存する熱量  や仕事  とは異なります。
· 熱力学三法則:
· 第一法則：エネルギー保存則 ()
· 第二法則：エントロピー増大則 ()
· 第三法則：絶対零度でのエントロピー ( as )
· 熱力学的平衡の三条件: 熱的平衡 ()、力学的平衡 ()、化学的平衡 ()。
· 準静的過程: 平衡状態を保ったまま無限にゆっくりと変化する仮想的な過程。
· 可逆過程と不可逆過程: エントロピー変化の符号（ か  か）で厳密に区別されます。
· 自由エネルギー:
· 系の自発的変化の方向を決定し、系が行える最大仕事量を与えます。
· ヘルムホルツエネルギー : 定積・定温条件下での平衡条件 ()。
· ギブスエネルギー : 定圧・定温条件下での平衡条件 ()。
· 適切な自由エネルギーを選択することで、問題を簡潔に解くことができます。
· 化学ポテンシャル : 粒子数の変化を伴う系で重要となる概念で、粒子移動の平衡条件を決定します。
これらの概念は、今後統計力学の講義でより深く掘り下げられ、ミクロな視点からマクロな熱力学的法則がどのように導かれるかを学んでいきます。
本日はこれで講義を終わりにします。皆さんお疲れ様でした。
課題

1. ルジャンドル変換と自由エネルギーの関係について、数行程度で説明してください。
· ルジャンドル変換（Legendre transformation）は、数学的な変換の一つで、ある関数とその導関数との関係を別の関数で表現するものです。熱力学では、特定の熱力学ポテンシャル（自由エネルギー）を別の熱力学ポテンシャルに変換する際に用いられます。今日の講義では直接触れませんでしたが、各自で調べてみてください。


補足　熱力学関数の関係



: 


体積一定であれば、、定積比熱CVの定義：


: 


圧力一定であれば、、定圧比熱Cpの定義：


　　このときCpが一定の温度範囲内では、からである。つまり、温度をΔT変えるのに必要な熱量がCpから計算できることになる。
熱力学エネルギー関数
	U(S, V): dU =  TdS – pdV, 	H(S, p): dH =  TdS + Vdp
	F(T, V): dF = –SdT – pdV, 	G(T, p): dG = –SdT + Vdp

マクスウェルの関係式(Maxwell relationship)　（マクスウェルの関係（Maxwell relations））
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以上の関係は、下図のような図を使うと簡単に覚えられます。ここでは、昔の教科書に多く使われていた内部エネルギーの記号 E とヘルムホルツエネルギーの記号 F を使っています。
  ・ 中央のエネルギー関数は、第2象限から時計回りにアルファベット順 (E, F, G, H) に並べる。
  ・ 共役な状態変数 S-T と p-V で横軸、縦軸を描き、始点にはマイナスをつける (–S, –p) 。

例: E から始まり、左の変数から E側の V を通り右の変数に移る。つまり、E => -S => V => T の順序で  (dE/dS)v = T と覚える (偏微分に関係する部分の符号を無視することに注意)。
例: Eから始まり、上の変数から U側を通り下へいくと、E => V => -S => -p であるから、(dE/dV)/S = -p。この場合、最後の変数に負符号がついているので、符号を残す。
例: Fに対してみてみる。上の変数からF側の変数を通り、下の変数へ移していく、つまりF => V => T => -p では、(dF/dV)T = -p。
例: 右の変数からA側を通り左へ移ると、F => T=> V => -Sであるから、(dF/dT)V=-S。
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		PV=nRT		R=		8.31		J/mol/K				Tc / K		pc / Pa		Vc [m3mol-1]		a [Pa･m6mol-2]		b [m3mol-1]

										空気		132.5		3.77E+06		8.81E-05		1.35E-01		3.66E-05

				標準状態 ヒョウジュン ジョウタイ						He		5.201		2.27E+05		5.75E-05		3.45E-03		2.38E-05

				1atm=101,325Pa						H2		33.2		1.32E+06		6.38E-05		2.48E-02		2.67E-05

				(1bar=100,000Pa)						N2		126.2		3.40E+06		8.92E-05		1.41E-01		3.92E-05

				T=298.15 K (25oC)						O2		154.58		5.04E+06		7.34E-05		1.38E-01		3.19E-05

				(T=273.15 K (0oC)						CO2		304.21		7.38E+06		9.44E-05		3.65E-01		4.28E-05

										H2O		647.3		2.21E+07		5.71E-05		5.53E-01		3.30E-05

																						T=		100		K

																						n=		1		mol

																												180		140		130		125		120		110		100

												P (N/m2)		V (m3)		Van der Waals gas						V (m3)		P (N/m2)		V (m3)		180K		140K		130K		125K		120K		100K		100K

												10000		0.0831		a=		1.41E-01		m6Pa/mol2		1		830.891576477		1		1.50E+03		1.16E+03		1.08E+03		1.04E+03		9.97E+02		9.14E+02		8.31E+02

												100000		0.00831		b=		3.92E-05		m3/mol		0.5		1661.5663110164		0.5		2.99E+03		2.33E+03		2.16E+03		2.08E+03		1.99E+03		1.83E+03		1.66E+03

												101325		0.0082013323								0.25		3322.2652849375		0.25		5.98E+03		4.65E+03		4.32E+03		4.15E+03		3.99E+03		3.65E+03		3.32E+03

												200000		0.004155								0.125		6641.0614668024		0.125		1.20E+04		9.30E+03		8.64E+03		8.30E+03		7.97E+03		7.31E+03		6.64E+03

												300000		0.00277								0.0625		13268.2484848609		0.0625		2.39E+04		1.86E+04		1.73E+04		1.66E+04		1.59E+04		1.46E+04		1.33E+04

												400000		0.0020775								0.03125		26481.0149003806		0.03125		4.78E+04		3.71E+04		3.45E+04		3.31E+04		3.18E+04		2.91E+04		2.65E+04

												500000		0.001662								0.015625		52740.2276053331		0.015625		9.54E+04		7.41E+04		6.87E+04		6.61E+04		6.34E+04		5.81E+04		5.27E+04

												600000		0.001385								0.0109375		75071.7794801548		0.0109375		1.36E+05		1.06E+05		9.79E+04		9.41E+04		9.03E+04		8.27E+04		7.51E+04

												700000		0.0011871429								0.00765625		106691.956211555		0.00765625		1.94E+05		1.50E+05		1.39E+05		1.34E+05		1.29E+05		1.18E+05		1.07E+05

												800000		0.00103875								0.005359375		151288.894429074		0.005359375		2.76E+05		2.14E+05		1.98E+05		1.90E+05		1.83E+05		1.67E+05		1.51E+05

												850000		0.0009776471								0.0037515625		213828.358125523		0.0037515625		3.93E+05		3.03E+05		2.81E+05		2.70E+05		2.59E+05		2.36E+05		2.14E+05

												900000		0.0009233333								0.0026260937		300789.141889966		0.0026260937		5.58E+05		4.29E+05		3.97E+05		3.81E+05		3.65E+05		3.33E+05		3.01E+05

												950000		0.0008747368								0.0018382656		420180.841973254		0.0018382656		7.90E+05		6.05E+05		5.59E+05		5.36E+05		5.13E+05		4.66E+05		4.20E+05

												970000		0.000856701								0.0012867859		580932.095557059		0.0012867859		1.11E+06		8.47E+05		7.81E+05		7.47E+05		7.14E+05		6.48E+05		5.81E+05

												990000		0.0008393939								0.0009007502		790756.225967564		0.0009007502		1.56E+06		1.18E+06		1.08E+06		1.03E+06		9.84E+05		8.87E+05		7.91E+05

												995000		0.0008351759								0.0006305251		1050656.56435106		0.0006305251		2.17E+06		1.61E+06		1.47E+06		1.40E+06		1.33E+06		1.19E+06		1.05E+06

												1000000		0.000831								0.0004413676		1342503.35676374		0.0004413676		3.00E+06		2.17E+06		1.96E+06		1.86E+06		1.76E+06		1.55E+06		1.34E+06

												1020000		0.0008147059								0.0003089573		1603405.03200084		0.0003089573		4.07E+06		2.84E+06		2.53E+06		2.37E+06		2.22E+06		1.91E+06		1.60E+06

												1040000		0.0007990385								0.0002162701		1678481.21087558		0.0002162701		5.43E+06		3.56E+06		3.09E+06		2.85E+06		2.62E+06		2.15E+06		1.68E+06

												1048000		0.0007929389								0.0001946431		1624310.00382519		0.0001946431		5.90E+06		3.76E+06		3.23E+06		2.96E+06		2.69E+06		2.16E+06		1.62E+06

												1050000		0.0007914286								0.0001751788		1516558.76688836		0.0001751788		6.41E+06		3.96E+06		3.35E+06		3.04E+06		2.74E+06		2.13E+06		1.52E+06

												1100000		0.0007554545								0.0001576609		1342517.36510284		0.0001576609		6.95E+06		4.15E+06		3.45E+06		3.10E+06		2.75E+06		2.04E+06		1.34E+06

												1100000		0.0007554545								0.0001418948		1088906.19012172		0.0001418948		7.56E+06		4.33E+06		3.52E+06		3.11E+06		2.71E+06		1.90E+06		1.09E+06

												1100000		0.0007554545								0.0001277053		743547.298548661		0.0001277053		8.25E+06		4.50E+06		3.56E+06		3.09E+06		2.62E+06		1.68E+06		7.44E+05

												1100000		0.0007554545								0.0001149348		298773.616478855		0.0001149348		9.08E+06		4.69E+06		3.59E+06		3.04E+06		2.49E+06		1.40E+06		2.99E+05

												1100000		0.0007554545								0.0001034413		-241838.770755632		0.0001034413		1.01E+07		4.93E+06		3.64E+06		2.99E+06		2.35E+06		1.05E+06		-2.42E+05

																						0.0000930972		-850198.517181236		0.0000930972		1.15E+07		5.32E+06		3.78E+06		3.00E+06		2.23E+06		6.92E+05		-8.50E+05

																						0.0000837875		-1446973.74127467		0.0000837875		1.35E+07		6.01E+06		4.14E+06		3.21E+06		2.28E+06		4.17E+05		-1.45E+06

																						0.0000754087		-1845404.35361543		0.0000754087		1.65E+07		7.33E+06		5.04E+06		3.89E+06		2.74E+06		4.50E+05		-1.85E+06

																						0.0000678679		-1624770.19007244		0.0000678679		2.16E+07		9.97E+06		7.07E+06		5.62E+06		4.17E+06		1.27E+06		-1.62E+06

																						0.0000610811		185515.247874096		0.0000610811		3.06E+07		1.54E+07		1.16E+07		9.68E+06		7.78E+06		3.98E+06		1.86E+05

																						0.000054973		6027664.20881729		0.000054973		4.82E+07		2.71E+07		2.18E+07		1.92E+07		1.66E+07		1.13E+07		6.03E+06

																						0.0000494757		23268909.1938062		0.0000494757		8.80E+07		5.56E+07		4.75E+07		4.35E+07		3.94E+07		3.14E+07		2.33E+07

																						0.0000445281		84852293.3466139		0.0000445281		2.10E+08		1.47E+08		1.32E+08		1.24E+08		1.16E+08		1.00E+08		8.49E+07

																						0.0000400753		861607088.691028		0.0000400753		1.62E+09		1.24E+09		1.15E+09		1.10E+09		1.05E+09		9.57E+08		8.62E+08

																						0.0000360678		-373693203.286012		0.0000360678		-5.86E+08		-4.80E+08		-4.53E+08		-4.40E+08		-4.27E+08		-4.00E+08		-3.74E+08















V (m3)	10000	100000	101325	200000	300000	400000	500000	600000	700000	8.3099999999999993E-2	8.3099999999999997E-3	8.201332346410066E-3	4.1549999999999998E-3	2.7699999999999999E-3	2.0774999999999999E-3	1.6620000000000001E-3	1.3849999999999999E-3	1.1871428571428571E-3	







P (N/m2)	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	830.8915764769979	1661.5663110163837	3322.2652849374781	6641.0614668023891	13268.248484860906	26481.01490038064	52740.227605333057	75071.779480154844	106691.95621155495	151288.89442907431	213828.35812552273	300789.14188996644	420180.84197325364	580932.09555705858	790756.22596756439	1050656.5643510642	1342503.3567637361	1603405.0320008351	1678481.210875581	1624310.00382519	1516558.7668883568	1342517.3651028406	1088906.1901217178	743547.29854866117	298773.61647885479	-241838.77075563185	-850198.5171812363	-1446973.7412746735	-1845404.353615433	-1624770.1900724359	185515.24787409604	6027664.2088172883	23268909.193806186	84852293.346613899	861607088.691028	-373693203.28601182	





180K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	1495.7176376585965	2991.270559829491	5981.882312887461	11961.129840244303	23911.724072749632	47781.334020685157	95394.438489599517	136072.11898264606	193969.83938154861	276247.18997386383	392905.6976902879	557776.89022713748	789705.99478695414	1113801.1990131084	1562388.6088036629	2174911.2077952763	2995545.6176101556	4067842.4768574839	5432926.2188739674	5901116.0800926518	6405556.4880623864	6954495.0938065257	7562455.6318751555	8254958.5814074241	9076772.0701802503	10106640.287353827	11484395.847732989	13463043.782568816	16514811.073199917	21564967.867385283	30567944.988785297	48175743.159342632	87965453.318569064	209624766.0112111	1621128115.1837347	-585937450.43348312	140K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	1163.3046070677972	2326.4184354229374	4652.0737989124691	9301.0956535233472	18589.986278805267	37131.174460532893	74067.333047466294	105571.94923140046	150330.89779655176	213768.04220146904	303367.02790790534	429283.0160585519	604943.41838010389	847366.64728508354	1176572.4173856138	1612783.8860731702	2169024.487186946	2835623.7544291592	3555703.7148747742	3762713.0419589211	3961057.6274753725	4148506.2294546831	4325680.9109984357	4499252.9399780426	4687772.8433295526	4932400.7582990993	5317098.6652758773	6008035.0206470713	7334703.35979224	9970098.8386564255	15376730.118329696	27101703.68407996	55617181.256187618	147238529.67891252	1241367601.9373813	-479815326.85974741	130K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	1080.2013494200971	2160.2054043212988	4319.6216704187209	8636.0871068431061	17259.551830319175	34468.634570494825	68735.556686932978	97946.906793589034	139421.16240030254	198148.25525837034	280982.36046230968	397159.54751640547	558752.77427839127	780758.00935307716	1080118.3695311013	1472252.0556426435	1962394.2045811431	2527569.0738220778	3086398.0888749752	3228112.2824254879	3349932.9123286176	3447009.0133667216	3516487.2307792548	3560326.5296206959	3590523.0366168767	3638840.8760354128	3775274.3696615975	4144282.8301666342	5039676.4314403199	7071381.5814742073	11578926.400715791	21833193.815264285	47530113.240592241	131641970.59583785	1146427473.6257927	-453284795.96631348	125K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	1038.6497205962473	2077.0988887704798	4153.3956061718472	8303.5828335029873	16594.334606076129	33137.364625475799	66069.668506666334	94134.385574683343	133966.29470217795	190338.36178682101	269790.02673951187	381097.81324533233	535657.45222753508	747453.69038707414	1031891.3456038452	1401986.1404273803	1859079.0632782418	2373541.7335185376	2851745.2758750767	2960811.9026587713	3044370.5547552407	3096260.4053227417	3111890.3906696662	3090863.3244420234	3041898.1332605388	2992060.9349035732	3004362.2218544576	3212406.7349264175	3892162.9672643617	5622022.9528830945	9680024.5419088453	19198938.880856454	43486579.232794568	123843691.05430053	1098957409.4699988	-440019530.51959658	120K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	997.09809177239754	1993.9923732196605	3987.1695419249741	7971.0785601628677	15929.117381833088	31806.094680456768	63403.780326399676	90321.864355777652	128511.42700405336	182528.46831527169	258597.69301671404	365036.07897425914	512562.13017667871	714149.371421071	983664.32167658897	1331720.2252121172	1755763.9219753409	2219514.3932149969	2617092.4628751781	2693511.5228920556	2738808.1971818646	2745511.7972787619	2707293.5505600777	2621400.119263351	2493273.2299042027	2345280.9937717319	2233450.0740473215	2280530.6396862008	2744649.5030884035	4172664.3242919892	7781122.6831018925	16564683.946448624	39443045.224996895	116045411.51276322	1051487345.3142047	-426754265.07287961	100K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	913.99483412469772	1827.779342118022	3654.7174134312263	7306.0700134826284	14598.682933346996	29143.554790418704	58072.003965866366	82696.821917966241	117601.69160780415	166908.68137217298	236213.02557111837	332912.61043211276	466371.4860749662	647540.73348906485	887210.27382207674	1191188.3947815907	1549133.6393695383	1911459.712607916	2147786.83687538	2158910.7633586233	2127683.4820351107	2044014.5811908012	1898099.8703408968	1682473.7089060061	1396023.4231915288	1051721.1115080509	691625.77843304165	416778.44920576364	449622.57473648712	1273947.0671097785	3983318.9654879943	11296174.077632956	31355977.209401533	100448852.42968856	956547217.00261629	-400223734.17944574	100K	1	0.5	0.25	0.125	6.25E-2	3.125E-2	1.5625E-2	1.0937499999999999E-2	7.656249999999999E-3	5.3593749999999987E-3	3.7515624999999988E-3	2.6260937499999991E-3	1.8382656249999992E-3	1.2867859374999994E-3	9.0075015624999956E-4	6.3052510937499967E-4	4.4136757656249975E-4	3.0895730359374981E-4	2.1627011251562484E-4	1.9464310126406236E-4	1.7517879113765613E-4	1.5766091202389052E-4	1.4189482082150147E-4	1.2770533873935133E-4	1.149348048654162E-4	1.0344132437887458E-4	9.3097191940987118E-5	8.3787472746888405E-5	7.540872547219956E-5	6.7867852924979606E-5	6.1081067632481653E-5	5.4972960869233492E-5	4.9475664782310143E-5	4.4528098304079129E-5	4.0075288473671218E-5	3.6067759626304098E-5	830.8915764769979	1661.5663110163837	3322.2652849374781	6641.0614668023891	13268.248484860906	26481.01490038064	52740.227605333057	75071.779480154844	106691.95621155495	151288.89442907431	213828.35812552273	300789.14188996644	420180.84197325364	580932.09555705858	790756.22596756439	1050656.5643510642	1342503.3567637361	1603405.0320008351	1678481.210875581	1624310.00382519	1516558.7668883568	1342517.3651028406	1088906.1901217178	743547.29854866117	298773.61647885479	-241838.77075563185	-850198.5171812363	-1446973.7412746735	-1845404.353615433	-1624770.1900724359	185515.24787409604	6027664.2088172883	23268909.193806186	84852293.346613899	861607088.691028	-373693203.28601182	
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