[bookmark: 第1章-解析力学への招待]第1章 解析力学
[bookmark: はじめになぜ解析力学を学ぶのか]1.1 はじめに
本章では、解析力学について学んでいきます。なぜ解析力学を学ぶ必要があるのでしょうか。その答えは、物質を構成する原子や電子の振る舞いを理解するためには、量子力学が不可欠であり、量子力学は、解析力学の言語（ラグランジアンやハミルトニアン）を用いて構築されています。本講義を通じて、ニュートン力学から解析力学、そして量子力学へと至る筋道を見ていきます。

[bookmark: 古典力学の金字塔ニュートンの運動方程式]1.2ニュートンの運動方程式
物理学の基本は、古典力学から始まります。その中心となるのが、ニュートンの運動方程式です。

ここで、F は物体に働く力、 m は物体の質量、は物体の位置ベクトルです。

[bookmark: ガリレイの相対性原理と座標変換]1.2.1 ガリレイの相対性原理と座標変換
ニュートン力学は「ガリレイの相対性原理」を基礎としています。これは、「互いに等速直線運動をしている観測者（慣性系）から見た物理法則は、すべて同じ形式で表される」というものです。例えば、静止している観測者Aと、一定速度で運動している Bのそれぞれの位置の関係はガリレイ変換によって次のように結ばれます。

この式の両辺を時間で2回微分すると、加速度はとなり、どちらの座標系でも不変です。したがって、運動方程式の形も変わりません。これをガリレイ不変性と呼びます。

[bookmark: ニュートン力学の限界]1.2.2 ニュートン力学の限界
しかし、19世紀末になると、このニュートン力学の枠組みでは説明できない現象が次々と発見されます。
1. 座標系の問題: 運動方程式はデカルト座標（直交座標）ではシンプルですが、振り子の運動を極座標で記述しようとすると、方程式の形が非常に複雑になります。扱う問題に応じて最適な座標系を選んでも、方程式の形が変わってしまうのは不便です。
1. 「力」の曖昧さ: 「力」とは一体何でしょうか。重力や電磁気力は明確ですが、束縛力（例：レール上の台車をレールが支える力）のように、運動の結果として決まる力もあり、その扱いは必ずしも自明ではありません。より普遍的で根源的な量、例えば「エネルギー」を基盤とした理論が求められました。
1. 光速度不変の原理との矛盾: マクスウェルが導出した電磁気学の方程式は、光の速さ c が観測者の速度によらず一定であることを予言しました。これは、速度が単純な足し算で合成されるガリレイ変換とは相容れません。
これらの問題を解決するために、アインシュタインは特殊相対性理論を提唱しました。特殊相対性理論では、ガリレイ変換に代わってローレンツ変換に従い、運動方程式はローレンツ不変であることが要求されます。その結果、「運動する物体の質量は速度に依存する」「質量はそれ自体がエネルギーである (E =mc2)」といった、古典力学の常識を覆す結論が導かれました。
一方で、上記の問題点1と2を解決する流れとして、ニュートンとは異なるアプローチで力学を再構築しようとする試みがなされました。それが、本講義の主題である「解析力学」です。

[bookmark: 第2章-ラグランジュ形式の力学]第2章 ラグランジュ形式の力学
解析力学の第一歩は、ジョゼフ＝ルイ・ラグランジュによって導入されたラグランジュ形式です。この形式は、「力」の概念を直接使わず、「エネルギー」というスカラー量から出発して運動方程式を導出する、非常にエレガントな方法です。
[bookmark: 一般化座標]2.1 一般化座標
ラグランジュ形式の強力さは、一般化座標 (Generalized Coordinates) の導入にあります。これは、系の状態を記述するために選ばれる、互いに独立な任意の座標のことです。
例えば、天井から吊るされた振り子の運動を考えましょう。デカルト座標ではおもりの位置をで表しますが、糸の長さがで一定という束縛条件 () があるため、とは独立ではありません。しかし、鉛直方向からの振れ角を という一つの変数でとれば、おもりの位置は一意に決まります。このが一般化座標の一例です。
このように、系の自由度（運動の自由さの度合い）の数だけ一般化座標  を用意すれば、束縛条件を気にすることなく系を記述できます。デカルト座標はもちろん、極座標や、さらにはもっと抽象的な量も一般化座標として使用できます。

[bookmark: ラグランジアンと最小作用の原理]2.2 ラグランジアンと最小作用の原理
ラグランジュ形式の中心となるのがラグランジアン (Lagrangian)  と、最小作用の原理 (Principle of Least Action)、より正確にはハミルトンの原理 (Hamilton’s Principle) です。
ラグランジアン   は、力学では系の運動エネルギー とポテンシャルエネルギー  の差として定義されます。

ここで、  は一般化座標、は一般化速度です。なぜ和（全エネルギー）ではなく差をとるのか、と疑問に思うかもしれません。これは、この定義が後述する最小作用の原理を通じて正しい運動方程式を与えるからです。
最小作用の原理とは、「物理現象は、作用と呼ばれる量が最小（正確には停留）となるような経路をたどって実現される」という、自然界の根本原理です。この原理によれば、各経路に対して作用 (Action)  という量を計算し、 が最小となる経路こそが、現実に起こる運動の軌跡であるとされます。作用 は、ラグランジアン を始点から終点まで時間積分することで定義されます。

この考え方は、フェルマーの原理（光は最短時間で進む経路を通る）とも共通する、非常に美しく強力な指導原理です。

[bookmark: オイラーラグランジュ方程式の導出]2.3 オイラー・ラグランジュ方程式の導出
それでは、最小作用の原理から、具体的な運動方程式を導出してみましょう。この導出には変分法を用います。真の経路を とし、そこからわずかにずれた仮想的な経路  を考えます。ただし、始点と終点は固定されているので、 とします。作用  が真の経路   で停留値をとるということは、経路を少しずらしたときの作用の変化   が1次のオーダーで0になることを意味します。

作用の定義式に代入し、 を  と についてテイラー展開します。


ここで、第2項を部分積分します。であることに注意すると、

右辺第1項（境界項）は、境界条件   により0になります。したがって、作用の変分  は次のようにまとめられます。

この式が、任意の微小なずれに対して常に0となるためには、被積分関数の括弧の中が恒等的に0でなければなりません。これにより、以下の運動方程式が得られます。

これがオイラー・ラグランジュ方程式 (Euler-Lagrange Equation) です。この方程式は、どんな一般化座標 を選んでも常に同じ形で成り立ちます。これこそが、ラグランジュ形式の最大の利点です。

[bookmark: 一般化運動量とラグランジュ方程式のまとめ]2.4 一般化運動量とラグランジュ方程式のまとめ
オイラー・ラグランジュ方程式の中に現れる  という量は、物理的に重要な意味を持ちます。これを 一般化運動量(GeneralizedMomentum) または 正準運動量(CanonicalMomentum)と呼び、で表します。

 は、一般化座標 に共役 (conjugate) な運動量である、と言います。この概念は、後にハミルトン形式や量子力学で極めて重要になります。
これを用いると、オイラー・ラグランジュ方程式は次のように書くこともできます。

右辺 は一般化力 (Generalized Force) と呼ばれます。
【例：デカルト座標での確認】 この新しい形式が、本当にニュートンの運動方程式と一致するのか確認してみましょう。 1次元のデカルト座標  を一般化座標 とします。ラグランジアンは、

となります。まず、一般化運動量を計算します。

これは通常の運動量と一致します。次に、一般化力を計算します。

これはポテンシャルから導かれる力に他なりません。 これらをオイラー・ラグランジュ方程式に代入すると、


となり、まさしくニュートンの運動方程式が再現されることがわかります。


[bookmark: 第3章-ハミルトン形式の力学]第3章 ハミルトン形式の力学
ラグランジュ形式は非常に強力ですが、ウィリアム・ローワン・ハミルトンは、力学をさらに別の視点から定式化しました。それがハミルトン形式です。この形式は、特に量子力学や統計力学への接続を考える上で、極めて重要な役割を果たします。
[bookmark: ハミルトニアンと正準運動方程式]3.1 ハミルトニアンと正準運動方程式
ラグランジュ形式では、変数は一般化座標  と一般化速度 でした。ハミルトン形式では、一般化速度   の代わりに、それに共役な一般化運動量  を変数として用います。つまり、系の状態を  の組で記述します。この変数変換（数学的にはルジャンドル変換と呼ばれます）によって導入される新しい主役がハミルトニアン (Hamiltonian) です。ハミルトニアンは次のように定義されます。

多くの場合、ハミルトニアンは系の全エネルギー に一致します。これは非常に重要な性質です。ハミルトニアンの全微分を考えると、

一方、定義式 からも全微分を計算でき、これを整理して比較すると、以下の2つのシンプルで対称的な方程式が得られます。
, 
この一対の方程式をハミルトンの正準運動方程式 (Hamilton’s Canonical Equations of Motion) と呼びます。ラグランジュ方程式が N個の2階微分方程式だったのに対し、こちらは 2N 個の1階微分方程式となっているのが特徴です。
【例：デカルト座標での確認】 再び1次元のデカルト座標系で考えます。 よりす。ハミルトニアンは、


これは運動エネルギー とポテンシャルエネルギーの和、すなわち全エネルギーに一致しています。 このハミルトニアンを使って正準運動方程式を立てると、


第1式は運動量の定義そのものです。第2式はであり、運動量の時間変化が力に等しいというニュートンの運動方程式のもう一つの表現を与えます。

[bookmark: 位相空間]3.2 位相空間
ハミルトン形式では、系の状態が N 個の一般化座標  と N 個の一般化運動量の組、合計 2N個の変数によって完全に記述されます。この２N次元の空間を位相空間 (Phase Space) と呼びます。系の任意の瞬間の状態は、位相空間内の一つの「点」として表現されます。そして、系の時間発展は、この点が正準運動方程式に従って位相空間内を動いていく「軌跡」として描かれます。この位相空間という概念は、多数の粒子の集まりを扱う統計力学において、中心的な役割を果たします。

[bookmark: リウビルの定理]3.3 リウビルの定理
位相空間における重要な定理がリウビルの定理 (Liouville’s Theorem) です。これは、「位相空間内を運動する点の集まり（アンサンブル）が占める体積は、時間によらず一定に保たれる」というものです。直観的には、位相空間内の点の集まりが時間発展していくと、その形は変わるかもしれませんが、まるで非圧縮性の流体のように、その体積（密度）は変化しない、ということを意味します。
位相空間の体積要素 (  ) が時間発展でどう変化するかを調べます。時間  t における変換のヤコビアン ( ) 

にハミルトンの正準方程式を代入すると

これらは互いに打ち消し合うため：

[bookmark: 結論リウビルの定理]すなわち、ヤコビアンは時間に依存せず、体積要素は保存されることが証明されます。
リウビルの定理は、統計力学における等重率の原理（エネルギーが等しい状態は、どれも同じ確率で出現する）の理論的な基礎を与えます。

[bookmark: ポアソン括弧と物理量の時間発展]3.4 ポアソン括弧と物理量の時間発展
ハミルトン形式を用いると、任意の物理量  の時間発展を非常に見通し良く記述できます。物理量の時間微分は連鎖律により、

ここにハミルトンの正準運動方程式を代入すると、

となります。ここで、右辺第1項の括弧の中の演算を、2つの物理量に対するポアソン括弧 (Poisson Bracket) として定義します。

この定義を用いると、物理量の時間発展は、次のように極めて簡潔に表現できます。

特に、物理量 が陽に時間に依存しない場合 ()、その時間発展はハミルトニアンとのポアソン括弧だけで決まります。

この式は、物理量の時間発展の構造を浮き彫りにします。ハミルトニアンは、系の時間発展を司る生成子（ジェネレーター）としての役割を担っているのです。また、となる物理量は、時間変化しない保存量となります。


[bookmark: 第4章-量子力学への橋渡し]第4章 量子力学への橋渡し
解析力学、特にハミルトン形式とポアソン括弧は、古典力学を量子力学へと接続するための重要な架け橋となります。
[bookmark: 古典力学から量子力学へ]4.1 古典力学から量子力学へ
20世紀初頭、原子や電子といったミクロな世界では、古典力学が成り立たないことが明らかになりました。その世界を記述する新しい理論が量子力学です。量子力学への移行手続きは量子化と呼ばれます。歴史的には様々なアプローチがありましたが、ポール・ディラックは、古典力学のポアソン括弧と量子力学の交換子の間に見事なアナロジーがあることを見出しました。
量子力学では、位置 や運動量といった物理量は、もはや単なる数値  ではなく、行列や微分演算子のような数学的な演算子 (q-数, quantum number) で表現されます。そして、演算子との積は、一般に可換ではありません ()。この非可換性を表すのが交換子 (Commutator) です。


[bookmark: ディラックの量子化]4.2 ディラックの量子化
ディラックは、古典力学から量子力学へ移行するための規則として、以下の対応関係を提唱しました。
「古典力学におけるポアソン括弧 は、量子力学において、対応する演算子の交換子をで割ったものに置き換えられる」

ここで、はディラック定数（換算プランク定数）です。
この規則を、最も基本的な物理量である位置と運動量に適用してみましょう。古典力学では、ポアソン括弧の基本的な関係として次が成り立ちます。

これをディラックの規則に従って量子化すると、

すなわち、

という、量子力学の根幹をなす正準交換関係 (Canonical Commutation Relation) が得られます。この関係式は、位置と運動量を同時に正確に決定することはできないという、ハイゼンベルクの不確定性原理 () の数学的な表現となっています。

[bookmark: ハイゼンベルクの運動方程式]4.3 ハイゼンベルクの運動方程式
さらに、物理量の時間発展を表す式も、この量子化規則によって見事に変換されます。 古典力学の式、

を量子化すると、物理量 は演算子に、ハミルトニアン はハミルトン演算子になります。

これはハイゼンベルクの運動方程式と呼ばれ、量子力学における物理量の時間発展を記述します。このように、ハミルトン形式で記述された古典力学の構造は、驚くほどスムーズに量子力学の構造へと引き継がれるのです。


[bookmark: 第5章-応用極座標系における運動]第5章 応用：極座標系における運動
最後に、解析力学の有用性を示す具体例として、3次元極座標系 における質点の運動を閑雅てみましょう。デカルト座標 )との関係は以下の通りです。



[bookmark: ラグランジアンの導出]5.1 ラグランジアンの導出
まず、運動エネルギー を極座標で表します。上記の関係式を時間微分し、2乗して足し合わせるという地道な計算を行うと、最終的に非常にすっきりした形になります。

この式の各項は、それぞれ動径方向、天頂角方向、方位角方向の運動エネルギーに対応しています。ポテンシャルエネルギーをとすると、この系のラグランジアンは、

となります。

[bookmark: ラグランジュ方程式と運動方程式]5.2 ラグランジュ方程式と運動方程式
このラグランジアンから、オイラー・ラグランジュ方程式を用いて運動方程式を導出します。
1. に関する方程式 一般化座標 に対応する一般化運動量は、

これは動径方向の運動量です。に関するラグランジュ方程式は、


右辺の第2項と第3項は、それぞれ  方向と  方向の回転運動に起因する遠心力を表しています。
2.  に関する方程式 　一般化座標 に対応する一般化運動量 は、

これは 方向の角運動量に相当します。ラグランジュ方程式は、

3.  に関する方程式　一般化座標  に対応する一般化運動量は、

これは軸周りの角運動量に相当します。ラグランジュ方程式は、

特に、ポテンシャル がに依存しない(軸対称な)中心力ポテンシャルの場合は となり、右辺は0になります。これは、z軸周りの角運動量が保存されることを意味しています。このように、ラグランジアンに対称性がある場合、それに対応する保存則が存在します（ネーターの定理）。

[bookmark: ハミルトニアンの導出]5.3 ハミルトニアンの導出
次に、ハミルトン形式でこの系を記述してみましょう。まず、一般化速度 を一般化運動量 で表します。

これらを運動エネルギーの式に代入すると、

となります。ハミルトニアンはなので、

となります。このハミルトニアンから正準運動方程式を立てれば、ラグランジュ形式から得られたものと等価な運動方程式が得られます。 例えば、を求めてみると、

となり、運動量の定義と一致します。また、は、

となります。これは先ほどのに関するラグランジュ方程式をを使って書き直したものと一致しています。
このように、複雑に見える座標系でも、解析力学の手法を用いれば系統的に運動方程式を導出できるのです。
